
APPEI{DIX A. THE ACCURACY OF THE CALCULATED PROFILES

A.1  Re la t i ve  Accurac ies  l { i th  Smooth  V i r tua l  He igh t  Curves

T h e  a n a l y s i s  o f  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  e x a c t  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s  d o e s  n o t ,  i n  g e n e r a l ,  g i v e
e x a c t  r e a l  h e i g h t s .  E r r o r s  a r e  i n t r o d u c e d  p r i m a r i l y  t h r o u g h  t h e  i n a b i l i t y  o f  t h e  a n a l y s i s  p r o c e d u r e
t o  r e p r o d u c e  e x a c t l y  t h e  t r u e  v a r i a t i o n  o f  p l a s m a  f r e q u e n c y  w i t h  h e i g h t  b e t w e e n  t h e  s c a l e d
f r e q u e n c i e s .  F o r  t h e  s i m p l e s t  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  u s i n g  l i n e a r  l a m i n a t i o n s  ( M o d e  f  i n  P 0 L A N )  r e s u l t s
a r e  g o o d  o n l y  w h e n  t h e  t r u e  v a r i a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  l i n e a r .  S i m i l a r l y  t h e  u s e  o f  p a r a b o l  i c
l a m i n a t i o n s  ( M o d e  2 )  i s  s a t i s f a c t o r y  w h e n  t h e  t r u e  g r a d i e n t  v a r i e s  s m o o t h l y '  b u t  b e c o m e s  i n a c c u r a t e
i f  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  v a r i e s  a p p r e c i a b l y  w i t h i n  o n e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f .

E r r o r s  i n  t h e  l i n e a r  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s  c a n  b e  e s t i m a t e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f
g r a d i e n t  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 6 1 a ,  A p p e n d i x ) .  F o r  h i g h e r  o r d e r  m e t h o d s ,  h o w e v e r ,
d i r e c t  c a l c u l a t i o n s  a r e  d i f f i c u l t  a n d  r e l a t i v e  a c c u r a c i e s  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  b y  p r a c t i c a l  t e s t s .
M o d e  1  o f  P 0 L A N  c o r r e s p o n d s  e x a c t l y  t o  t h e  w i d e l y - u s e d  l i n e a r  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s .  M o d e  2  g i v e s  t h e
p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  a n a l y s i s ;  i t  i s  s h o w n  i n  S e c t i o n  4 . 2  t h a t  t h i s  m o d e  g i v e s  r e s u l t s  w h i c h  a r e
e f f e c t i v e l y  i d e n t i c a . l  t o  t h o s e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  b e s t  o f  t h e  p a r a b o l i c - l a m i n a t j o n  m e t h o d s  u s e d  b y
o t h e r  w o r k e r s .  T h e  d i f f e r e n t  m o d e s  . i n  P O L A N  c a n  t h e r e f o r e  b e  u s e d  t o  g i v e  a n  a c c u r a t e  a s s e s s m e n t  o f
t h e  r e l a t i v e  a c c u r a c y  o f  t h e  l i n e a r ,  p a r a b o l i c  a n d  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  t e c h n i q u e s .

F o r  a n  i o n o s p h e r i c  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e  r e p r e s e n t e d  b y  h  =  a  +  b . F n  +  c . F N 2 ,  a n a l y s i s  o f
c a l c u l a t e d  v i r t u a j - h e i g h t  d a t a  g i v e s  e x a c t l y  c o r r e c t  r e s u l t s  ( t o  w i t h i n  r o u n d - o f f  e r r g r )  f o r  M o d e s  2
a n d  a b o v e .  F o r d a t a  c 6 r r e s p o n d i n g  t o  a  p r o i i l e  h  =  a  +  b . F N  +  c . F N 2  + d . F N 3 + e . F N 4 ,
a l l  o f  t h e  p o l y n o m i a l  m e t h o d s  ( M o d e s  4  t o  9 )  p r o d u c e  t h e  c o r r e c t  r e a l  h e i g h t s  w h i l e  l ' l o d e s  1  a n d  2  g i v e
a p p r e c i a b l e  e r r o r s .  C o m p a r i s o n  o f  d i f f e r e n t  m e t h o d s  m u s t  t h e r e f o r e  b e  d o n e  c a r e f u l l y ,  u s i n g  p r o f i l e s
w h i c h  c a n n o t  b e  r e p r e s e n t e d  b y  s i m p ' l e  p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n s .  I n  t h e  p r e s e n t  w o r k  t w o  p r o f i l e s  h a v e
b e e n  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  e r r o r s  o f  t h e  d i f f e r e n t  m e t h o d s  w h e n  a p p l i e d  t o  s m o o t h l y  v a r y i n g
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  T h e s e  p r o f i l e s  a r e  a  p a r a b o l i c  l a y e r  a n d  a  C h a p m a n  1 a y e r ,  b o t h  w i t h  c r i t i c a l
f r e q u e n c i e s  o f  7 . 0  M H z .  A l l  c a l c u l a t i o n s  a r e  f o r  a  d i p  a n g l e  o f  6 7 ' a n d  a  g r y o f r e q u e n c y  o f  1 . 2  M H z ;
t h e  c h a n g e s  a t  o t h e r  d i p  a n g l e s  a r e  c o n s i d e r e d  i n  A p p e n d i x  8 . 3 .  T h e  f o l l o w i n g  p r e c a u t i o n s  w e r e  t a k e n
t o  a v o i d  i n c l u d i n g  e r r o r s  d u e  t o  s t a r t i n g  o r  p e a k  e f f e c t s  i n  t h e  c o m p a r i s o n .

T A B L E  A 1 .  T h e  m e a n  a b s o i u t e  e r r o r s  ( . i n  m e t r e s )  f o r  a  p a r a b o l i c  l a y e r  w i t h  a  s c a l e
h e i g h t  S H  o f  7 5  k m  a n d  a  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C  o f  7  M H z .  T h e  m e a n s  j n c l u d e  a l l
f r e q u e n c i e s  u p  t o  F M - 3 A f  ( u s i n g  v i r t u a l  h e i g h t s  t o  F M  f o r  M o d e  7 '  t o  F M - A f  f o t
i V o d e s  5  a n d  6 ,  a n d  t o  F M - 2 A f  f o r  M o d e s  3  a n d  4 ) .  V a l u e s  i n  i t a l i c s  g i v e  t h e  m e a n
e r r o r  f o r  e a c h  v a l u e  o f A f ,  r e l a t i v e  t o  M o d e  2  ( p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s ) .
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( a )  F o r  t h e  p a r a b o l i c  l a y e r  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  w e r e  c a l c u l a t e d  a s s u r n i n g  n o  i o n i s a t i o n  b e l o w  t h e
p o i n t  w h e r e  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  =  0 . 9  M H z .  A n a l y s i s  w a s  s t a r t e d  f r o m  0 . 9  M H z ,  u s i n g  S T A R T  =  - 1
i n  P O L A N  t o  g i v e  a n  a c c u r a t e  d i r e c t  s t a r t  ( S e c t i o n  6 . 2 ( d ) ) ,  a n d  w i t h  s e v e r a l  c l o s e l y  s p a c e d  d a t a
p o i n t s  a t  t h e  b e g i n n i n g  t o  e n s u r e  t h a t  a l l  r n e t h o d s  b e g a n  a c c u r a t e l y .  F o r  t h e  C h a p m a n  1 a y e r ,  a n a l y s i s
b e g a n  i n  t h e  l i n e a r  r e g i o n  c o m m e n c i n g  a t  ? . 8  M H z  a n d  u s e d  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  w h i c h  i g n o r e d  i o n i s a t i o n
b e l o w  t h i s  p o i n t .  A  d . i r e c t  s t a r t  w a s  a g a i n  u s e d ,  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  o f  a d d i t i o n a l  d a t a  p o i n t s  n e a r
2 . 8  M H z  t o  e n s u r e  a n  a c c u r a t e  s t a r t  f o r  a l l  m e t h o d s .

( b )  M o d e s  5  a n d  6  u s e  v i r t u a l  h e i g h t s  a t  t w o  f r e q u e n c i e s  a b o v e  t h e  f r e q u e n c y  a t  w h i c h  a  r e a l  h e i g h t
i s  b e i n g  c a l c u l a t e d  ( F i g u r e  I  o f  S e c t i o n  5 ) .  M o d e  7  u s e s  t h r e e  s u c h  p o i n t s .  S o  t o  o b t a i n  a n  a c c u r a t e
c o m p a r i s o n  o f  t h e  b a s i c  a n a l y s i s  t e c h n i q u e s  a t  a  f i x e d  v a l u e  o f A f ,  u n a f f e c t e d  b y  p e a k  f i t t i n g
p r o c e d u r e s ,  t h e  l a s t  t h r e e  c a l c u l a t e d  h e i q h t s  a r e  i q n o r e d .

V i r t u a l  h e i g h t s  w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  p a r a b o l i c  a n d  C h a p m a n  l a y e r s ,  f o r  d i f f e r e n t  ( c o n s t a n t )
v a l u e s  o f  t h e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f  a n d  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  h i g h e s t  f r e q u e n c y  F M .  T h e s e  h e i g h t s
a r e  a c c u r a t e  t o  w i t h i n  0 . 2  m e t r e s ,  a n d  i n v o l v e  n o  a s s u m p t j o n s  a b o u t  p r o f i l e  s h a p e .  T h e y  w e r e  a n a l y s e d
w i t h  e a c h  o f  t h e  s i n g l e - s t e p  m o d e s  o f  P 0 L A N  ( t h e  M o d e s  w i t h  N H  =  1  i n  T a b l e  1 )  a n d  t h e  a b s o l u t e
e r r o r s  a v e r a g e d  t o  g i v e  t h e  r e s u l t s  s h o w n  i n  T a b l e s  A l  a n d  A 2 .

T h e  e r r o r s  i n c r e a s e  s t e a d i l y  a s . \ f  o r  F M  i n c r c - s e .  T h e  r e l a t i v e  e r r o r s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  m e t h o d s
( s h o w n  i n  i t a l i c s ,  f o r  e a c h  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f )  s h o w  a n  i m p r o v e m e n t  o f  a b o u t  9 0  t i m e s  b e t w e e n  t h e
l j n e a r  a n d  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  t e c h n i q u e s  j n  T a b l e  A 1 .  A  f u r t h e r  i m p r o v e m e n t  o f  3 0  t o  6 0  t i m e s  i s
o b t a i n e d  b y  t h e  u s e  o f  p o l y n o m i a l  m e t h o d s .  I n  T a b l e  A 2  t h e r e  i s  a n  i m p r o v e m e n t  o f  a b o u t  5 0  t i m e s  w h e n
g o i n g  f r o m  l i n e a r  t o  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s  a n d  a  f u r t h e r  i m p r o v e m e n t  o f  1 0  t o  3 0  t i m e s  f o r  t h e
p o l y n o m i a l  m e t h o d s .

T h e  i m p r o v e m e n t  f r o m  M o d e  4  t o  M o d e  5  i s  o f t e n  s m a l l ,  d u e  t o  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  l e a s t - s q u a r e s
f i t  r a t h e r  t h a n  a n  e x a c t  f i t .  M o d e  5  f j t s  a  f i v e - t e r m  p o l y n o m i a l  t o  s i x  d a t a  p o i n t s ,  g i v i n g  s o m e
s m o o t h i n g  o f  t h e  d a t a  w h i c h  t e n d s  t o  i n c r e a s e  e r r o r s  w h e n  a n a l y s i n g  p r e c i s e  d a t a .  M o d e  6  u s e s  s i x
t e r m s  f i t t i n g  e i g h t  d a t a  p o i n t s  ( T a b l e  1  a n d  F i g u r e  1 ) .  I t  t h e r e f o r e  g i v e s  a d d i t i o n a l  s m o o t h i n g  i n
g e n e r a l ,  a l t h o u g h  t h e  i n c o r p o r a t i o n  o f  a d d i t i o n a l  c o n s t r a i n t s  s t i l l  g i v e s  a n  i n c r e a s e d  a c c u r a c y .  F o r
l " l o d e  7  ( 6  t e r m s  f i t t i n g  1 0  c o n s t r a i n t s )  t h e  l e a s t - s q u a r e s  s m o o t h i n g  i s  c o n s i d e r a b l e  a n d  g i v e s  a  s l i g h t
d e c r e a s e  i n  a c c u r a c y  w h e n  a n a l y s i n g  p r e c i s e  d a t a .  l ^ l i t h  n o r m a l  d a t a  c o n t a i n i n g  f l u c t u a t i n g  e r r o r s ,
h o w e v e r ,  t h e  s m o o t h i n g  i s  a  d i s t i n c t  a d v a n t a g e  a n d  w e  w o u l d  e x p e c t  t h i s  p r o c e d u r e  t o  p r o v i d e  t h e  m o s t
a c c u r a t e  r e a l  h e i g h t s .

T A B L E  A 2 .  M e a n  a b s o l u t e  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  o f  a  C h a p m a n
l a y e r  w j t h  S H  =  7 5  k m  a n d  F C  =  7  M H z .  V a l u e s  i n  i t a l i c s  g i v e  t h e  m e a n
e r r o r  r e l a t i v e  t o  m o d e  2 .
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T h e  a c c u r a c y  o f  a n  N ( h )  a n a l y s i s  p r o c e d u r e  d e p e n d s  o n  t h e  a c c u r a c y  o f  i n t e r p o l a t i o n  b e t w e e n
r e a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s  ( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 5 a ) .  T h e  a c c u r a c y  i m p r o v e s  ( i n  g e n e r a l )  a s  t h e  o r d e r  o f  t h e
i n t e n p o l a t i n g  f u n c t i o n  i n c r e a s e s ,  a s  l o n g  a s  i n s t a b j l i t i e s  a r e  a v o i d e d .  

- l n s t a b i l i t i e s  
s h o w  p r i m a r i l y

a s  a n  o s c i l l a t i o n  i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  p o i n t s  f o l l o w i n g  a  c u s p  o r  o t h e r  d i s c o n t i n u i t y  i n  t h e
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .  T h i s  e f f e c t  i s  m i n i m j s e d  b y  u s i n g  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n s  w i t h  h i g h e r  o r d e r
p o l y n o m i a l s .

T h e  b e h a v i o u r  o f  d i f f e r e n t  m e t h o d s  w h e n  a p p l i e d  t o  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  w j t h  c u s p s  o r  o t h e r
i r r e g u l a r i t i e s  i s  i n v e s t i g a t e d  i n  T i t h e r i d g e  ( 1 9 8 2 ) .  W h e n  t h e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  4 f  i s  t o o  w j d e  t o
d e f i n e  a d e q u a t e l y  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l  o r  v j r t u a l  h e i g h t ,  a l l  m e t h o d s  g i v e  a  s i m i l a i  s m o o t h  p r o f i l e
a c r o s s  t h e  c u s p  r e g i o n .  A s A f  d e c r e a s e s ,  h o w e v e r ,  t h e  h i g h e r  o r d e r  m e t h o d s  g i v e  a  m o r e  r a p i d
l m p r o v e m e n t  t h a n  t h e  l a m i n a t i o n  t e c h n i q u e s  s i n c e  t h e y  c a n  m o r e  r e a d i l y  r e p r o d u c e  t h e  i n f l e c t i o n s  i n
t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i i e .

E r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  a c r o s s  a  c u s p  r e g i o n  g i v e  a n  i n c o r r e c t  g r a d i e n t  a t  t h e  f i r s t
f r e q u e n c y - a b o v e  a  c u s p .  T h i s  g r a d i e n t  e r r o r  p r o p a g a t e s  t o  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  i n  a n  o s c i l l a t o r y
f a s h i o n '  f o r  a l l  m e t h o d s  w h i c h  r e q u i r e  g r a d i e n t  c o n t i n u i t y .  T h e  o s c i l l a t i o n s  a r e  a p p r e c i a b l e  o n l y  a t
t h e  f i r s t - 3  o r  4  f r e q u e n c i e s  f o ) l o w i n g  a  c u s p ,  a n d  a r e  l a r g e s t  f o r  t h e  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n  p . o c e - d u . e .
T h e  o s c i l l a t i o n s  a r e  r e d u c e d  b y  a  f a c t o r  o f  a b o u t  1 . 5  f o r  i  f o u r t h  o r d e r  p o ) y n o m i a l  a n a l y s i s ,  a n d  b y
a  f a c t o r  o f  a b o u t  t h n e e  f o r  h i g h e r  o r d e r  l e a s t - s q u a r e s  m e t h o d s .  T h e y  a r e  e f f e c t i v e l y  z e r o  f o r  p S L A N
M o d e  3  ( a s  d e s c r i b e d  i n  T i t h e r i d g e ,  l g B 2 ) .

A  t e s t  p r o f i l e  a d o p t e d  b y  U . R . S . l .  W o r k . i n g  G r o u p  c / 6 / Z  ( I i t h e r i d g e  e t  a l . ,  l 9 7 B )  c o n s i s t s  o f  t w o
o v e r l a p p i n g  C h a p m a n  l a y e r s  g i v i n g  a  v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e  u / i t h  a  t y p i c i l  c u s p .  T h i s  i s  s h o w n  i n  F i g u r e
A 1 .  P r e c i s e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  w e r e  a n a l y s e d  6 y  d i f f e r e n t  m e m b e r s  u s i n g  t h e i r  o w n  s e l e c t i o n  o f  d i t a
p o i n t s  a n d  w i t h o u t  p r i o r  k n o w l e d g e  o f  t h e  c o r r e c t  r e s u l t .  R e a l  h e i g h t s  w e r e  t o  b e  d e t e r m i n e d  a t  a
g i v e n  s e r i e s  o f  f r e q u e n c i e s ;  t h i s  r e q u i r e d  i n t e r p o l a t i o n  i n  t h e  c a i c u l a t e d  r e a l - h e i g h r  a r r a y s  a n o  w a s
d e s i g n e d  t o  t e s t  a c c u r a c y  a t  a n d  b e t t i e e n  c a l c u l a t e d  p o i n t s .

A . 2 T h e  A n a l y s i s  o f  I r r e g u l a r  P r o f i l e s
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FIGURE A1.  The rea l
l a y e r s )  u s e d  t o

/ . 5 6 7
P l o s m o  F r e q u e n c y ,  M H z

- h e i g h t  p r o f i l e  ( c o n s i s t i n g  o f  t w o  s u p e r p o s e d  C h a p m a n
p r o d u c e  t e s t  i o n o g r a m s  w i t h  a  l a r g e  c u s p  a t  4 . 2  M H z .
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T A B L E  A 3 .  T h e  a c c u r a c y  o f  r e a l - h e i g h t  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  m o d e l  o f . F i 9 .  A 1 ,
u s i n g  S O  d a t a  p o i n t s  c i r n c e n t r a t e d  n 6 a r  t h e  c u s p .  I r r o r s  ( i n  m e t r e s )  a i e  f o r
i n t e i p o l a t e d  h e i g h t s  a t  ? 2  g i v e n  f r e q u e n c i e s ,  f o r  a n  i n d e p e n d e n t  p a r a b o l i c
l a m i n a t i o n  a n a l y s i s  a n d  f o r  M o d e s  2  t o  6  o f  P 0 L A N .

f ( M H z  )  P a r a b o l  i c POLAN2 P( .LAN3 POLAN4 P OLAN 5 POLAN6

0 . 9 0 5
1 . 5 0 5
2 . 0 0 ?
2  .503
3 .  0 0 4
3 .  5 0 5
4 . 0 0 5
4 .  0 5 6
4 .  1 0 5
4 . 1 5 6
4  . 2 0 7
4 .256
4 . 3 0 3
4 . 3 5 5
4 .  5 0 1
5 . 0 0 2
5 .  5 0 3
6 . 0 0 4
6 . 5 0 5
6 .  6 0 6
6 . 7 0 7
6 .  BOB

1
7
9
6
2
E

- 5 8
- 6 9
- 7 r
- 3 2
- 3 9
-4 r
- 3 7
- 3 3
- 2 6

1

- 2
- 1 0
- 3 6
- ? ?
- 3 0
-28

i
0
0

- 1
- 2
- 2

- i 0
- r 2
- B
- 3
- 7

E

E

c

- 4
- 3

2

- 4
- 6
- 6
-B

- 1 2

1  m .
0
0

- 1
- 2
- 2

- 1 0
- 1 1

5
6

-B
- 1

E

- 3

5
20
1 9
1 5
1 5
1 5
40
39
49
3 2
30
3 1
3 2
J O

34
37
39
3B
4B
49
E A

7 l

1
7
B
5
5
9

40
3 5
5 7
A A

23
3 1
29
37
34
36
36
3 5
4B
4B
E A

7 4

- 1

- 6
- 4
- B

I
0
0
0

- 1
- 1
- 3

q

2
2
2

- 2
- 3
- 4
- 3
- 1
- i
- 1
- ?

- 2
- L

R M S  E r r o r -  3 6 . 9 3 7  . 1 3 3 . 6 6 . 0 2 . 5 4 .  9 m .

T h e  s p e c i f i e d  f r e q u e n c i e s  a r e  g i v e n  i n  t h e  f i r s t  c o l u m n  o f  T a b l e  A 3 .  T h e  n e x t  c o l u m n  s h o w s  t h e
r e a l - h e i g h t  e r r o r s  i n  m e t r e s  f o r  t h e  m o s t  s u c c e s s f u l  o f  t h e  p a r a b o l i c - l a m i n a t i o n  r e s u l t s .  T h i s  u s e d
m i n i m u m  i r e q u e n c y  s p a c i n g s  o f  0 . 0 2  a n d  0 . 0 3  M H z  a c r o s s  t h e  c u s p  r e g i o n  ( n e a r  4 . 2  l l H z ) .  R e s u l t s  f o r
P O L A N  l 4 o d e  2  u s i n g  e x a c t i y  t h e  s a m e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a r e  g i v e n  i n  t h e  t h i r d  c o l u m n  o f  T a b l e  A 3 .
T h e  o n l y  c o n s i s t e n t  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  c o l u m n s  2  a n d  3  a r i s e  f r o m  t h e  b e t t e r  s t a r t  a c h i e v e d  b y  P 0 L A N
( p r o b a b l y  d u e  t o  t h e  u s e  o f  l a m i n a t i o n s  p a r a b o l  i c  i n  F N  r a t h e r  t h a n  i n  F N I ) .  D i f f e r e n c e s  a c r o s s  t h e
c r s p . e g i o n  a r e  c a u s e d  e n t i r e l y  b y  t h e  i n t e r p o l a t i o n  p r o c e d u r e s .  F o r  t h e  p a r a b o l i c - l a m i n a t i o n
r e s u l t s ,  h e i g h t s  w e r e  o b t a i n e d  a t  t h e  s p e c i f i e d  f r e q u e n c i e s  u s i n g  t h e  a c t u a l  p a r a b o l i c  e x p r e s s i o n s
d e t e r m j n e d  f o r  e a c h  i n t e r v a l .  P 0 L A N  r e s u l t s  u s e d  ( i n  a l l  c a s e s )  a  s e c o n d  d i f f e r e n c e  i n t e r p o l a t i o n  i n
t h e  a r r a y  o f  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s .  T h i s  g i v e s  s l i g h t l y  l e s s  a c c u r a c y  i n  i r r e g u l a r  r e g i o n s ,  b u t
d o e s  n o t  r e q u i r e  a n y  m o r e  i n f o r m i t i o n  t h a n  i i  o b t a i n e d  i n  t h e  c a l c u l a t e d  ( h e i g h t ,  f r e q u e n c y ) . a l r a y s
a n d  s o  i s  t h e  p r o c e d u r e  n o r m a l l y  u s e d  f o r  d e t e r m i n i n g  i n t e r m e d i a t e  p o i n t s .  I f  w e  c o m p a r e  h e i g h t s  a t
t h e  f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s ,  t h e  p a r a b o l i c - l a m i n a t i o n  a n d  P 0 L A N  2  r e s u l t s  a g r e e  t o  w i t h i n  1 ' 5
m  a t  a l 1  p o i n t s  b e t w e e n  4 . 0  a n d  5 . 0  M H z .  T h u s  t h e  a n a l y s i s  g i v e n  b y  P 0 L A N  M o d e  2  i s  r e p r e s e n t a t i v e  o f
t h e  b e s t  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d  u s i n g  p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s .

T h e  R M S  e r r o r  f o r  e a c h  m e t h o d  i s  g i v e n  a t  t h e  b o t t o m  o f  T a b l e  4 3 .  B y  t h i s  m e a s u r e  P 0 L A N  2  i s
i d e n t i c a l  t o  t h e  p a r a b o ' l i c  l a m i n a t i o n  i e s u l t .  C o m p a r e d  w i t h  t h e s e  m e t h o d s  t h e  e r r o r s  a r e  s m a . l l e r  b y
a  f a c t o r  o f  5  f o r  P O L A N  4 .  a n d  a  f a c t o r  o f  1 0  f o r  P 0 L A N  5 .  M a x i m u m  e r r o r s  i n  t h e  c u s p  r e g i o n  a r e
r e d u c e d  b y a  f a c t o r  o f  2 o r  3  f o r P O L A N  4 ,  a n d  4 o r  5  f o r P O L A N  5 .  F o T P 0 L A N  6  ( w h i c h  f j t s  a  6 - t e r m
p o l y n o m i a l  t o  B  d a t a  p o i n t s )  t h e  i n c r e a s e d  s m o o t h i n g  g i v e n  b y  t h e  l e a s t - s q u a r e s  f i t  l e a d s  t o  i n c r e a s e d
e r r o r s  i n  t h e  r e g i o n  o f  g r e a t e s t  c u r v a t u r e  ( j u s t  b e l o w  t h e  c u s p ) .  T h i s  s m o o t h j n g  w i 1 1 ,  h o w e v e r '  b e  a n
a d v a n t a g e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t y p i c a l  f l u c t u a t i n g  d a t a  e r r o r s .  I N o t e  t h a t  ] 4 o d e s  4  t o  6  w e r e  l a b e l l e d  3
t o  5  i n  t h e  o r i g i n a i  t e s t ,  a n d  e r r o r s  f r o m  4 . 2 5  t o  4 . 5  M H z  w e r e  a p p r e c i a b l y  g r e a t e r  s i n c e  P O L A N  t h e n
u s e d  o n l y  a  l  i n e a r - l a m i n a t i o n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  u n d e r l y i n g  s e c t i o n s  r a t h e r  t h a n  t h e  p r o c e d u r e
d e s c r i b e d  i n  A o o e n d i x  0 . 2 . . ' ]

R e s u l t s  o b t a i n e d  b y  a n a l y s i n g  t h e  s a m e  v i r t u a l - h e i g h t  p r o f i l e  u s i n g  d i f f e r e n t ,  c o n s t a n t  v a l u e s  o f
t h e  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  A 4 .  T h e  e r r o r s  g i v e n  h e r e  a r e  t h e  m e a n  a b s o l u t e  v a l u e
a n d  t h e  R M S  v a l u e  o f  t h e  e r r o r s  a t  e q u a l l y  s p a c e d  d a t a  f r e q u e n c i e s ,  f r o m  1 . 0  t o  6 . 8  M H z  i n c l u s i v e .
L a r g e s t  e r r o r s  o c c u r  n e a r  t h e  c u s p ,  i n  a l l  c a s e s ,  s i n c e  e r r o r s  n e a r  t h e  p e a k  ( a t  f r e q u e n c i e s . u p  t o  6 . 8
M H z )  a r e  r e a s o n a b l y  s m a l l  w i t h  t h e s e  v a l u e s  o f A f .  T h e  R M S  e r r o r  r e f l e c t s  p r i m a r i l y  t h e  m a x i m u m
e r r o r s  i n  t h e  c u s p  r e g i o n ,  w h i l e  t h e  m e a n  e r r o r  i n c l u d e s  a  l a r g e r  c o n t r i b u t i o n  f r o m  t h e  p o s t - c u s p
e r r o r .
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T A B L E  A 4 .  T h e  e r r o l i n  m e t r e s  o b t a i n e d  b y  a n a l y s r n g  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  f o r  t h e
p r o f i l e  o f  F i g u r e  A 1 ,  a t  a  d i p  a n g l e  o f  6 7 ' ,  r o i  t n i e e  d . i f f e r e n t  v a l u e s  o f  s c a l e d
f r e q u e n c y  i n t e r v a l  A f .  S o l i d  t y p e  g i v e s  t h e  m e a n  a b s o l u t e  e r r o r ,  a n d  t h e  R M S  e r r o r ,
f r o m  1 ' 0  t o  6 . 8  M H z  i n c l u s i v e .  V a l u e s  j n  i t a l i c s  s h o r r  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  l " 1 e d n  a n d
R M S  v a l u e s ,  r e l a t i v e  t o  t h e  r e s u l t s  f o r  M o d e  Z  ( p a r a b o l i c  l a m i n a t i o n s ) .

POLAN ltlode

A f = O .  1

l. lean :

R]IIS:

R e L a t i x e :

3 5 3

49).

5 . 8 4

6 3 . 6  3 7 . 6  1 6 . 9

8 0 . 8  5 4 . 3  4 A  . 3

1 , 0 0  c . 5 9  A . 4 A

1 9 .  E  1 6 . 7  5 9 . . 1

3 6 . 2  2 E . 7  7 6 . 9

0 . 3 9  0 . 3 1  A . t O

A f = 0 . 0 5

I l ean :

Rr lS:

I ieLa1, i , :e:

2 2 3  2 5 . 2

3 0 - 5  2 8 . 5

9 . 6 3  1 . 0 0

5 . 5  7 . 3  6

9 . 1  1 1 . 9  1 1

4 . 2 7  C .  3 e  C .

. 5  5 . 7

. 2  9 ,  r

, j : i  0 .28

2 1 . 0

i / .  I i

A f = O . 0 2 - 5

trle an :

tu lS :

Re la i : iue :

3 0 6  2 5 . 3  2 0 .  1

3 9 3  3 0 . 5  2 7 . 8

1 2 . 5 3  1 .  A 0  0 . 8 6

J .  /  Z - - 1

4  . 9  3 . 8

0 . 1 5  0 . ' 1 1

. 8

i 1

3

0 .

7 { )

4 . E

A l l  e r r o r s  i n  T a b l e  4 4  a r e  a p p r e c i a b l y ' l e s s  f o r  t h e  h i g h e r  o r d e r  m e t h o d s .  T h e  d j f f e r e n c e  i s
l e a s t  a t  a f  =  0 . 1  l " l H z ,  .  w h e r e  ! h 9  9 1 v e n  o i t a  i s  i n s u f f i c i e i t  t o  d e f j n e  t h e  r e a l - h e i g h t  v a r j a t j o n s  a n da l l  m e t h o d s  g i v e  a  s m o o t h e d  p r o f i l e .  A t  s m a l l e r  v a l u e s  o f  A f  t h e  h i g h e r  o r d e r  m e t t o o s  r m p r o v e  m o r er a p i d i y ,  s h o w i n g  t h e  g r e a l e r  e a s e  w i t h  w h j c h  t h e y  f o 1 1 o w  c o m p l e x  p r o f i i e  v a r i a t i o n s .  w e  t h e r e f o r e
c o n c l u d e  t h a t  t h e  a n a l y s i s  o r d e r  r e p r e s e n t e d  o y  F O l n r u  l { o d e  5  o r  M o d e  6  g i v e s  a n  a p p r e c i a b l e
t m p n o v e m e n t  o n  p r o c e d u r e s  c u r r e n t l y  i n  u s e  ( w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  l v l o d e s  i - a n d  2 ) ,  f o r  b o t h  s m o o t h  a n di r r e g u l a r  p r o f i l e s ,  a t  l a r g e  a n d  s m a l . l  s c a l i n g  i n t e r v a l s ' .  T h e  o v e r l a p p i n g - c r b i c  i . o . " o r r u  ( M o d e  3 ie l i m i n a t e s  a n y  o s c i l l a t o r y  t e n d e n c i e s  w i t h  i r i e g u l a r  p r o f i l e s .  S u c h  t e n d e n c i e s  a r e ,  h o w e v e r ,  q u r t e
s m a l l  w i t h  t h e  h i g h e r  o r d e r  p o l y n o m i a l s .  T h e  h i g h e r  m o d e s  a r e  t h e l e f o r e  g e n e r a l l y  p r e f e r r e d .

A . 3 The Ef fec t  o f  Er ro rs  in  the  V i r tua l  He iqh t  Data

( i )  B a s i c  e r r o r s  i n  v i r t u a l  h e i g h t

T h e r e  a r e  s e v e r a l  p o s s i b l e  s o u r c e s  o f  e r r o r  i n  t h e  b a s i c  r e l a t i o n  g i v i n g  h ' a s  a n  i n t e g r a l  o f
u ' d h '  E v e n  i n  t h e  a b s e n c e  o f  c o l l i s i o n s ,  t h e  r a y  t h e o r y  a s s u m e d  b e c o m e s  i n a p p l i c a b l e  n e a r  t h e  p e a k
o f  a  l a y e r ;  t h e  e r r o r s  a r e  h o w e v e r  a p p r e c i a b l e  o n l y  w i t - h i n  a b o u t  0 . O 1 s j  o f  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y ,a n d  s o  a r e  o f  l i t t l e  c o n c e r n .

C o l l j s i o n s  m a d e  b y  e l e c t r o n s  j n  t h e  i o n o s p h e r e  r e d u c e  u '  j n  t h e  r e g i o n  n e a r  r e f l e c t r o n ,  a n d  c a nc o n s i d e r a b l y  d e c r e a s e  t h e  h e i g h t  h '  o b t a i n e d  b y  a  d i r e c t  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  r e a l  p a r t  o t  p , .  U n d e rt h e s e  c o n d i t i o n s ,  h o w e v e r ,  p  i s  n o t  z e r o  a t  a n y  r e a l  h e i g h t  a i d . u . y  t . h e o r y  f a i l s .  I n  t h e  a b s e n c e  o f  am a g n e t i c  f i e l d '  a n d  r e p l a c i n g  t h e  t r u e  p r o f i l e  b y  a  l i n e i r  a p p r o x i m a t i o n  n e a r ^  r e f l e c t r o n ,  r n t e g r a t i o n
] ! - ! f P  c o m p l e x  p l a n e  s h o w s  t h a t  c o l l i s i o n s  h a v e  z e r o  e f f e c t  o n  t h e  t r u e  v a l u e  o f  h ,  ( f i t h e r i d g e ,
1 9 6 l b ) .  N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  s h o w  t h a t  t h i s  r e s u l t  i s  g e n e r a l  i y  a p p l  i c a b l e .  A n  e x a c t  v i r t u a lh e i g h t  i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  c o m p l e x  v a l u e  o f  u ' i  j n c l u d i n g  t h e  c o l l i s r . o n  t e r m s ,  u p  t o  ! n ec o m p l e x  h e i g h t  a t  w h i c h  [ ,  =  0 .  A t  a l l  d i p  a n g l e s  t h i s  g i v e s ,  t o  l v . i t h i n  0 . 1 % ,  t h e  s a n e  r e s u l t  a si n t e g r a t i n g  t h e  n o - c o l l i s i o n  e x p r e s s i o n  f o r ' u  ; p  t o  t h e  c " l a s s i c a l  r e f l e c t i o n  h e i g l - r t  

- ( T i t h e i : i d g ; ;

1 9 6 7 a ) '  T h e  e f f e c t  o f  c o l l j s i o n s  s h o u l d  t h e r e f o r e  b e  i g n o r e d  a t  a l l  s t a g e s  i n  t h J  a n a l y s i s .

A  f u r t h e r  a s s u m p t i o n  i n h e r e n t  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  h ' ,  t h a i  o f  a  v e r t i c a l l y  p r o p a g a t i n g  r a y ,  c a nc a u s e  c o n s i d e r a b l e  e r r o r s .  | . l i t h  a n  i n c l i n e d  m a g n e t i c  f i e l d  t h e  C  a n d  X  r a y s  a r e  d b v j a t e o  h o r i z o n t a l  l yt n  o p p o s i t e  d i r e c t j o n s  t h . r o u g h  a  d i s t a n c e  o f  t y p i c a l l y  2 0  k m  ( T i t h e r i d g e ,  t g S s u ) .  T h e  h o i ^ i z o n t a l
-o j : l ] : ^ . .5 t1  - i s .  ]3 rSfs t  in  the  F  _reg ion ,  so  tha t  the  va lue  o f  foF2 nBa iured  a t  mid  ta t i tudes  commontya p p l l e s  t o  a  p o l n t  a b o u t  4 0  k m  p o l e w a i " d s  o f  t h e  o b s e r v i n g  s i t e .  T h i s  d e v i a t - i o n  d o e s  n o t  a f f e c t  t h ev i r t u a l  h e i g h t s  f o r  a  h o r i z o n t a l l y  s t r a t i f i e d  i o n o s p h e r e l  w h e n  t n e  w c l v e - n o r n d l  r e m a i n s  v e r t i c a l
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t h r o u q h o u t .  E r r o r s  w i l l  o c c u r ,  h o w e v e r ,  i f  t h e  j o n o s p h e r e  i s  n o t  h o r i z o n t a l l y  u n i f o r m ,  a n d  d e t a i l e d
c o m p a i i s o n s  o f  h ' x  a n d  h ' o  t o  o b t a i n  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  u n s e e n  r e g i o n s  w i l l  b e c o m e  u n r e l i a b l e .

T h e  p r e s e n c e  o f  l a r g e  i r r e g u l a r i t i e s  i n  t h e  i o n o s p h e r e  c a n  c a u s e  h o r i z o n t a l  d e v i a t i o n s  o f  o v e r
1 0 0  k m  ( L o b b  a n d  T i t h e r i d g e ,  1 9 7 7 b ) .  T h e  r a y s  a v o i d  r e g i o n s  o f  d e c r e a s e d  d e n s i t y ,  s o  a  d e c r e a s e
t r a v e l l i n g  o v e r  a  s t a t i o n  m a y  p a s s  u n s e e n  o n  t h e  i o n o g r a m s .  A  s i m i l a r  i n c r e a s e  w i l l  a p p e a r  p e r h a p s
2 0 0  k m  l a r g e r  ( h o r i z c n t a i l y )  t h a n  i t s  I n u e  d i m e n s i o n s .  i n  e i t h e r  c a s e ,  w h e n  t h e r e  i s  a n  i r r e g u l a r i t y
w i t h i n  a  f e w  h u n d r e d  k m  o f  t h e  s t a t i o n ,  i o n o g r a m s  d o  n o t  g i v e  a  r e l . i a b l e  m e a s u r e  o f  e v e n  t h e  o v e r h e a d
c r i t i c a l  f r e q u e n c y .  R a y - t r a c i n g  c a l c u l a t i o n s  s h o w  t h a t ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a  w a v e - l . i k e  d i s t u r b a n c e ,
i o n o g r a m  a n a l y s j s  g i v e s  m o s t  n e a r l y  t h e  p r o f i l e  o f  t h e  u n d i s t u r b e d  i o n o s p h e r e .

E x p e r i r n e n t a l  l i m i t a t i o n s  r e s t r i c t  t h e  a c c u r a c y  o f  m e a s u r e d  v i r t u a l  h e i g h t s .  S e r i o u s  e r r o r s  a r ' i s e
f r o m  t h e  e f f e c t  o f  p u l s e  d e l a y  i n  t h e  r e c e i v e r ,  a n d  f r o m  c h a n g e s  i n  t h e  w i d t h  o f  t h e  r e c o r d e d  t r a c e
w j t h  e c h o  a m p l i t u d e .  S i n c e  m e a s u r e m e n t s  a r e  n o r m a l l y  m a d e  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  e c h o ,  t h e s e
e f f e c t s  c a u s e  t h e  m e a s u r e d  h e i g h t s  t o  b e  t o o  l a r g e  a n d  t o  v a r y  i r r e g u l a r l y  b y  a s  m u c h  a s  1 0  o r  2 0  k m .
M a n y  i o n o g r a m s  h a v e  a  z e r o  e r r o r  o f  a b o u t  1 0  k m ,  d u e  t o  d e l a y  i n  t h e  r e c e i v e r ;  t h i s  e r r o r  c a n  b e
d e t e r m i n e d  b y  c o m p a r i n g  t h e  h e i g h t s  o f  m u l t i p l e  r e f l e c t i o n s .  T h e  e f f e c t  o f  v a r i a t i o n s  i n  t h e  w i d t h  0 f
t h e  h ' ( f )  t r a c e  h a s  b e e n  s t u d i e d ,  f o r  a  p a r t i c u l a r  i o n o s p h e r i c  r e c o r d e r ,  b y  L y o n  a n d  M o o r a t  ( 1 9 5 6 ) .
T h e y  f o u n d  t h a t  t h e  h e i g h t  m e a s u r e d  t o  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  e c h o  c h a n g e d  b y  a b o u t  o n e  q u a r t e r  o f
t h e  t o t a l  c h a n g e  i n  t h e  e c h o  w i d t h .  F o r  o t h e r  i o n o s o n d e s  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  l e a d i n g
e d g e  m a y  b e  a s  m u c h  a s  h a l f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  w i d t h  o f  t h e  r e c o r d e d  t r a c e  ( e . 9 .  K o e h l e r  a n d  l 4 c N a m a r a ,
1 9 7 5 ) .  F o r  a c c u r a t e  r e s u l t s  t h i s  v a n i a t i o n  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  a n d  a  c o r r e s p o n d i n g  c o r r e c t i o n  m a d e
w h e n  s c a l i n g  t h e  v j r t u a l  h e i g h t s .

T h e  s i z e  o f  t y p i c a l  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  A h '  h a s  b e e n  c o n s i d e r e d  b y  K o e h l e r  a n d  M c N a m a r a
( 1 9 7 5 ) .  U n c e r t a i n t . i e s  i n  t h e  c o r r e c t i o n  f o r  r e c e i v e r  d e l a y ,  a n d  i n  t h e  z e r o  h e i g h t  c o r r e c t i o n ,
p r o d u c e  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  o f  a b o u t  t 1  k m  f o r  s t r o n g  e c h o s  a n d  1 2  k m  f o r  w e a k  e c h o s .  T h e  e r r o r s
b e c o m e  l a r g e s t  w h e r e  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  a r e  c h a n g i n g  m o s t  r a p i d l y ,  t h r o u g h  i n c r e a s e d  d i f f i c u l t y  i n
d e f i n i n g  t h e  l e a d i n g  e d g e  o f  t h e  e c h o  a n d  b e c a u s e  s m a l l  e r r o r s  i n  f r e q u e n c y  g i v e  l a r g e  e r r o r s  i n  t h e
c o r r e s p o n d i n g  v i r t u a l  h e i g h t s .  T h e  u n c e r t a i n t y  i n  s c a l e d  f r e q u e n c i e s  i s  c o m m o n l y  I  o r  2  p e r c e n t  o f
t h e  f r e q u e n c y .  U s i n g  c r o s s - w i r e s  l o c k e d  i n  t h e  f r e q u e n c y  d i r e c t i o n ,  r e p e a t e d  s c a l i n g  o f  t h e  s a m e
p o i n t  b y  d i f f e r e n t  p e r s o n s  s h o w e d  r a n d o m  v a r i a t i o n s  i n  v i r t u a l  h e i g h t  ( w i t h  t w o  t y p i c a l  i o n o g r a m s )
t h r o u g h  a  r a n g e  o f  a b o u t  0 . 5  +  0 . 0 0 i ( d h ' l d l n f )  k m ,  w h e r e  l n f  j s  t h e  n a t u r a l  l o g a r i t h m  o f  t h e
f r e q u e n c y  i n  M H z .  E r r o r s  i n  s c a l i n g  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  f r e q u e n c y  m a r k e r s  a d d  a  f u r t h e r
u n c e r t a i n t y  o f  p e r h a p s  0 . 1 %  i n  t h e  f r e q u e n c y  a x i s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r  o f  a b o u t
0 . 0 0 i ( d h ' / d l n f )  k m .

A n  e x e r c i s e  c a n r i e d  o u t  w i t h i n  U . R . S . l .  W . G .  G / 6 / 2  c o n s i s t e d  o f  s c a l i n g  a  g o o d - q u a l i t y
m i d l a t j t u d e  i o n o g r a m  b y  d i f f e r e n t  m e m b e r s .  R e s u l t s  s h o w e d  v a r i a t i o n s  i n  v i r t u a l  h e i g h t  o f  t 2  k m  i n
t h e  E  r e g i o n  a n d  t 5  k m  i n  t h e  F  r e g i o n ,  w h e r e  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  t r a c e  w a s  a p p r o x i m a t e ' l y  h o r i z o n t a l .
T h e  v a r i a t i o n s  j n c r e a s e d  n e a r  c r i t i c a l  f r e q u e n c i e s .  T h u s  f o r  t y p i c a l  i o n o g r a m s  a n d  g o o d  q u a l i t y  e c h o s
w e  e x p e c t  o v e r a l l  f l u c t u a t i o n s  i n  v i r t u a l - h e i g h t ,  d u e  t o  s c a l i n g  e r r o r s ,  o f  r o u g h l y

a n d

A h '  =  2 . 0  +  0 . 0 0 1 ( d h ' l d l n f )  k m  i n  t h e  E  r e g i o n ,

a h '  :  4 . 0  +  0 . 0 0 2 ( d h ' l d l n f )  k m . i  n  t h e  F  r e g i o n .

( A  1 )

( A 2 )

T h e  g r a d i e n t  d h ' l d l n f  i s  t y p i c a l l y  a b o u t  5 0 0 0  k m
o f  3  t o  1 0  k m .  D a t a  a c q u i r e d  d i r e c t l y  f r o m  m o d e r n
s c a l  i n g  e r r o r s ,  a 1  t h o u g h  c h a n g e s  i n  e c h o  a m p l  i  t u d e
v i r t u a l  h e i g h t s  w i t h  s o m e  i n s t r u m e n t s .

( i i )  R e s u l t i n g  e r r o r s  i n  t h e  r e a l  h e i g h t

n e a r  a  c u s p ,  g i v i n g  R M S  e r r o r s  j n  v i r t u a l  h e i g h t
d i g i t a l  i o n o s o n d e s  w i l l  e l i m i n a t e  m o s t  o f  t h e s e
m a y  s t i 1 1  g i v e  s p u r i o u s  c h a n g e s  i n  t h e  r e c o r d e d

T h e  a c c u r a c y  o f  a  c a l c u l a t e d  N ( h )  p r o f r l e  d e p e n d s  o n  t h e  a m o u n t  a n d  a c c u r a c y  o f  t h e  g i v e n
v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a n d  o n  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  N ( h )  a n a l y s i s  p r o c e d u r e .  I t  c a n  b e  s h o w n  ( T i t h e r i d g e ,
i 9 7 5 a )  t h a t  e r r o r s  i n  t h e  g i v e n  v i r t u a l  h e i g h t s  p r o d u c e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  c h a n g e s  i n  t h e
c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  f o r  a l l  m e t h o d s  o f  a n a l y s i s .  U s i n g  a  f r e q u e n c y  s p a c i n g  A f  o f  0 . 2  M H z ,  a n
i s o l a t e d  e r r o r  A h '  i n  o n e  v i r t u a l  h e i g h t  p r o d u c e s  a  r e a l - h e i g h t  e r r o r  A h  w i t h  a  m e a n  v a l u e  o f
a b o u t  0 . 0 6 4 h ' ,  a t  a b o u t  1 0  s u c c q s g i v e  f r e q u e n c i e s .  F o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f A f ,  t h e  e r r o r s  w e r e
f o u n d  t o  v a r y  a p p r o x i m a t e l y  a s  A f O ' 6 .  T h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r  A h  i s  t h e r e f o r e

A h  =  0 . 0 6 A h '  ( A f  / 0 . 2 ) 0 . 6

a v e r a g e d  o v e r  a b o u t  1 0  s u c c e s s j v e  p o i n t s .  F o r  r a n d o m  e r r o r s  A h '  o n  a l l  v j r t u a l  h e i g h t s ,  t h e  m e a n
v a l u e  o f  A h  w i l l  i n c r e a s e  a b o u t  3  t i m e s .  T h u s  f o r  a n y  m e t h o d  o f  N ( h )  a n a l y s i s ,  r a n d o m  e r r o r s  o f

A h '  k m  i n  t h e  v i r t u a l - h e i o h t  d a t a  o r o d u c e  r e a l - h e i q h t  e r r o r s  o f  t h e  o r d e r  o f
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A h  ^  0 . 5  ( 4 1 ; 0 ' 6 4 6 ' .  ( A 3 )

F o r . t y p i c a l  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  o f  a b o u t  2 . 5  k m  ( R M S ) ,  a n d  f r e q u e n c y  j n t e r v a l s A f  o f  0 . i  M H z ,
( A 3 )  i n d i c a t e s  f l u c t u a t i n g  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  o f  a b o u t  0 . 3  k m .

C a l c u l a t e d  p r o f i l e s  a l s o  i n c l u d e  a  l a r g e r  b u t  m o r e  s l o w l y - v a r y i n g  e r r o r  d u e  t o  u n c e r t a i n t j e s  i n
t h e  s t a r t  a n d  v a l l e y  c o r r e c t i o n s .  T h e  e f f e c t  o f  r a n d o m  e r r o r s  o n  t h e - s t a r t  c a l c u l a t i o n  i s  c o n s i d e r e d
i n  A p p e n d i x  B . 2 .  F o r  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  o f  a b o u t  2 . 0  k m ,  t h e  R M S  e r r o r  i n  t h e  c a l c u l a t e d  s t a r t i n g
h e i g h t s  j s  a b o u t  5  k m  a t  d i p  a n g l e s  l e s s  t h a n  3 2 " ,  a n d  1 0  k m  a t  d i p  a n g l e s  a b o v e  4 0 ' .  ( T h e  e r r o r s
b e c o m e  v e r y  l a r g e  a t  d i p  a n g l e s  n e a r  3 5 " ,  a s  s h o w n  i n  F i g .  8 4 ,  w h e n  c o m b i n e d  0  a n d  X  r a y  c a l c u ) a t j o n s
f o r  t h e  u n o b s e r v e d  r e g i o n s  b e c o m e  i m p r a c t i c a l . )  F o r  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  t h e  s a m e  v i r t u a l - h e i q h t
e r r o r s  g i v e  a  R M S  r e a l - h e i g h t  e r r o r  o f  a b o u t  i 5  k m ,  j u s t  a b o v e  t h e  v a l l e y  ( A p p e n d i x  8 . 2 ) .  T h e i e  a r e
f u n d a m e n t a l  e r r o r s  w h i c h  w i l l  o c c u r  i n  a l l  c a l c u l a t j o n s ,  u s i n g  a  p u r e ) y  m a t h e m a t i c a l  p r o c e d u r e  b a s e d
o n  c o m b i n e d  0  a n d  X  r a y  d a t a .  B i a s i n g  o f  t h e  r e s u l t s  b y  t h e  i n c l u s i o n  o f  s u i t a b l y  w e i g h t e d  p h y s i c a l
c o n s t r a i n t s  i n  a  l e a s t - s q u a r e s  a n a i y s . i s  ( a s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n s  7 . 3  a n d  8 . 4 )  c o m m o n l y  r e d u c e s  t h e
r e a l - h e i g h t  f l u c t u a t i o n s  b y  a  f a c t o r  o f  a b o u t  2 .

T h e  e r r o r s  i n t r o d u c e d  b y  i n c o r r e c t  s t a r t  a n d  v a l l e y  c o r r e c t i o n s  v a r y  s m o o t h l y  w i t h  f r e q u e n c y .
C o n t i n u o u s  l i n e s  i n  F i g .  A 2  s h o w  t h e  c h a n g e 6 h  i n  r e a l  h e i g h t ,  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y
f  ( e x p r e s s e d  a s  a  f r a c t i o n  o f  t h e  g y r o f r e q u e n c y  F H ) ,  f o r  a  c h a n g e  o f  5  k m  i n  t h e  a s s u m e d  r e a l  h e i g h i
a t  f  =  0 . 5 F H .  A d d i n g  ( o r  s u b t r a c t i n g )  a n y  m u l t i p l e  o f  t h e s e  i u r v e s  f r o m  a  p r o f i J e  d o e s  n o t  a l t e r
t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  f o r  t h e  O  r a y .  F i g u r ^ e  A 2  c a n  t h e r e f o r e  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l
h e i g h t ,  a t  a n y  f r e q u e n c y ,  c a u s e d  b y  a  c h a n g e  i n  t h e  a s s u m e d  s i z e  o f  t h e  s t a r t i n g  c o r r e c t i o n .  A s  s h o w n
b y  t h e  b r " o k e n  l i n e ,  t h e  r e a l - h e i g h t  c h a n g e s  d e c r e a s e  a p p r o x i m a t e l y  a s  1 / f  a t  i n c r e a s i n g  f r e q u e n c i e s .

C o r r e s p o n d i n g  r e s u l t s  f o r  t h e  v a l l e y  c o r r e c t i o n  a r e  g i v e n  i n  F i g .  9  o f  S e c t i o n  7 . 4 .  C h a n g e s  i n
t h e  r e a l  h e i g h t  o f  ! ! e  u p p e r  1 a y e r ,  d u e  t o  c h a n g e s  i n  t h e  a s s u m e d  w j a t h  o f  t h e  v a l l e y  r e g r o n ,  v a r y
a p p r o x i r n a t e l y  d s  1 / f t  a t  f r e q u e n c i e s  n e a r  t h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  F C  o f  t h e  u n d e r l y i n g  f e a k .  A t
h i g h e r  f r e q u e n c i e s ,  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  2 F C ,  t h e  r e a l  h e i g h t  c h a n g e s  v a r y  a p p r o x i m a i e l y  a s  I / f .

. s . 7 1 . 0 1 - 5 2 3 5 7 , 1 0

t  / rn
F i g u r e  A 2 .  C h a n g e s  i n  r e a l  h e i g h t ,  b e g i n n i n g  a t  a  f r e q u e n c y  f  o f  h a l f  t h e
g y r o f r e q u e n c y  F H '  t h a t  p r o d u c e  n o  c h a n g e  j n  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  o f  t h e  o r d i n a r y
r a y .  R e s u l t s  a r e  s h o w n  f o r  d i p  a n g l e s  o f  0 o  a n d  8 0 " ,  a s s u m i n g  a  c h a n g e  o f
5  k m  j n  t h e  r e a l  h e i g h t  a t  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  o f  0  t o  0 . 5 F H .
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APPENDIX B.  DEPENDENCE OF THE GROUP REFRACTIVE INDEX ON DIP ANGLE.

8 . 1  V a l u e s  o f  g r o u p  i n d e x

T h e  g r o u p  r e f r a c t i v e  i n d e x  L l '  v a r i e s  o n l y  s 1 o w 1 y  w i t h  l h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  i r N  w h e n  F N
i s  s m a l l ,  b u t  d u ' l d F N  i n c r e a s e s  r a p i d l y  n e a r  t h e  r e f l e c t i o n  p o i n t  a n d  b e c o m e s  i n f i n i l e  a t  F N  "  F R .
C h a n g e s  i n  p '  a r e  t h e r e f o r e  d i s p l a y e d  m o r e  c l e a r l y  i f  w e  u s e  a  v a r i a b l e  T  d e f i n e d  b y

1 2  =  1 - 7 y 2 1 7 p 2 ( 8 1 )

F o r  t h e  0  r a y  a t  a  d i p  a n g l e  I  =  0 ' ,  p ' T  i s  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  t o  1 .  d T l d F N  i s  p r o p o r t i o n a l  t o
I / I  a n d ,  u n d e r  a l l  c o n d i t i o n s ,  t e n d s  t o  i n f i n i t y  a t  r e f l e c t i o n  ( w h e r e  T  =  0 )  i n  t h e  s a m e  w a y  a s
d u ' l d F N .  T h u s  d u ' l d T  i s  f i n i t e  a n d  w e l  l - b e h a v e d  t h r o u g h o u t .

F o r  d i p  a n g l e s  o f  2 0 " , 5 0 '  a n d  B 0 '  t h e  r a t i o  ( u ' *  -  i ) / ( U ' o  -  t )  i s  s h o w n  a s  a  f u n c t j o n
o f  T  i n  F i g .  B 1 .  T h e  v a l u e s  o f  u '  a r e  f o r ' c o r r e s p o n d i n g ' 0  a n d  X  r a y s ,  w i t h  t h e  s a m e  p l a s m a
f r e q u e n c y  F R  a t  r e f l e c t j o n .  T h u s  t h e  c u r v e s  i n  F i g .  B 1  g i v e  t h e  r a t i o  o f  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n s
o f  c o r r e s p o n d l n g  X  a n d  0  r a y s ,  f r o m  t h e  b a s e  o f  t h e  i o n o s p h e r e  ( T  =  1 )  t o  t h e  r e f l e c t i o n  p o i n t  a t
T  =  0 .  F o r  a  g i v e n  d i p  a n g 1 e ,  v a l u e s  o f  u '  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  r a t i o s  o f  t h e  f r e q u e n c i e s  F N ,  F R
a n d  F H .  F N / F R  i s  s p e c i f i e d  b y  T ,  w h i l e  F R / F H  a p p e a r s  a s  a n  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r .

A t  a  d i p  a n g l e  o f  B 0 ' ( t h e  b r o k e n  l i n e s  i n  F i g .  B i )  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  r a t i c r

R * , o  =  ( u ' * - 1 ) /  ( u o - t )

v a r i e s  c o n s i d e r a b l y  f r o m  T  =  1  t o  T  =  0 .  T h r o u g h o u t  m o s t  o f  t h e  r a n g e  0  <  F N  (  0 . 9 B F R
( c o r r e s p o n d i n g  t o  T  >  0 . 2 )  t h e  r a t i o  R x . o  i s  1 a r g e ,  w i t h  a  c o m p a r a t i v e l y  c o n s t a n t  v a l u e  o f  a b o u t
2 . 3 ,  4 . 0  o r  6 . 0  a t  F R / F H  =  4 ,  ?  o r  I . 4  i e s p e c t i v e l y .  T h u s  t h e  r a t i o  o f  t h e  r e t a r d a t i o n s  f o r  t h e  X
a n d  0  r a y s  i s  r o u g h ) y  c o n s t a n t  a n d  p r o p o r t . i o n a l  t o  F H / F R  a t  F N  <  0 . 9 8 F R .  T h e  r a t i o  p a s s e s  t h r o u g h
u n i t y  n e a r  F N  =  0 . 9 9 F R ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  T  =  0 . 1 3 .  F o r  v a l u e s  o f  F N  b e t w e e n  0 . 9 9 5 F R  a n d  t h e
r e f l e c t i o n  p o i n t  F N  =  F R  ( t h e  r a n g e  0 . 1  t o  0  i n  T ) ,  R x . o  h a s  a  m e a n  v a l u e  o f  a b o u t  0 . 4  f o r  a l l
v a  I  u e s  o f  F R / F H .

A t  d i p  a n g l e s  n e a r  B 0 ' w e  t h e r e f o r e  h a v e  t w o  d i s t i n c t  r e g i o n s  c a u s i n g  d i f f e r e n t i a l  r e t a r d a t i o n
o f  t h e  0  a n d  X  r a y s .

( a )  F o r  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  F N  w i t h i n  0 . 5 %  o f  t h e  v a l u e  F R  f o r  r e f l e c t i o n ,  t h e  g r o u p
r e t a r d a t j o n  o f  t h e  X  r a y  i s  a b o u t  0 . 4  t i m e s  t h a t  o f  t h e  0  r a y .  T h e  g r a d i e n t  a t  r e f l e c t i o n
t h e r e f o r e  c a u s e s  a b o u t  2 . 5  t i m e s  a s  m u c h  g r o u p  r e t a r d a t i o n  f o r  t h e  0  n a y  a s  f o r  t h e  X  r a . y .

( b )  F o r  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  F N  <  0 . g B F R  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  o f  t h e  X  r a y  o v e r  t h e  r e g i o n
0  <  F N  (  0 . 9 8 F R  i s  a p p r o x i m a t e l y  4  t i m e s  t h a t  o f  t h e  0  r a y .  U n d e r l y i n g  i o n i s a t r o n
t h e r e f o r e  c a u s e s  a  l a r g e  i n c r e a s e ' i n  h ' x  a n d  a  c o n s i d e r a b l y  s r n a l l e r  c h a n g e  i n  h ' o .

0 b s e r v e d  v a l u e s  o f  h ' x  a n d  h ' o  c a n  g i v e  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  j o n i s a t i o n
i n  a n y  r e g i o n  w h e r e  R x , o  i s  a p p r o x i i a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  F N .  T h u s  i f  R ^ , 0  -  [  i n  a  r e g i o n
F i  <  F N  <  F 2 ,  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  o f  t h e  X  r a y  i n  t h i s  r e g i o n  i s :

Dh ' ,  =  
t i r r r ' x  

-  1 )  (dh ldFN) .dFN =

o r  D h ' x  '  R . n n ' o

C h a n g e s  i n  p r o f i l e  s h a p e  w h i c h  d o  n o t  a l t e r  t h e  v a l u e  o f

D h ' o  =  
f r i , u ' o  

-  i )  ( d h l d F N ) . d F N

r  f  - r u ' ^
J  F l  

" 1 )  ( d h l d F N ) . d F N

( 8 2 )

w i l l  n o t  a l t e r  t h e  v a l u e  o f  D h ' x ,  a n d  s o  t h e y  a r e  n o t  d e t e c t a b l e .  T h e  r a t i o  R x . o  m a y  v a r . y
w i t h  f r e q u e n c y ,  i . e .  w i t h  t h e  v a l u e  o f  F R .  A s  l o n g  a s  i t  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  F N  o v e r
t h e  r e g i o n *  F 1  (  F N  (  F 2 ,  h o w e v e r ,  c h a n g e s  i n  D h ' x  a r e  r e l a t e d  t o  t h o s e  i n  D h ' o  b y  t h e  k n o w n
c o n s t a n t  R .  l . 4 e a s u r e m e n t s  o f  h ' r ,  t h e n  g i v e  n o  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n .

T h e  c u r v e s  i n  F i g .  B 1  s h o w  t h a t  R x . o  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  T  f o r  I  : ,  0 . 7 ,
c o r r e s p o n d i n g  t o  F N  0 . 7 F R .  I h i s  j s  t r u e  f o r  a l l  f r e q u e n c i e s  a t  d i p  a n g i e s  i e s s  t h a n  3 0 ' c r
g r e a t e r  t h a n  6 0 ' .  A t  j n t e r m e d i a t e  d i p  a n g l e s  j t  i s  t r u e  f o r  f r e q u e n c j e s  F R  g r e a t e r  t h a n  2 F H .  U n d e r
t h e s e  c o n d i t i o n s ,  a n d  t a k l n g  F R  a s  t h e  m i n i m u m  o b s e r v e d  f r e q u e n c y  f m i n ,  n o  j n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e
d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a t i o n  i n  t h e  r e g i o n  F N  <  0 . 7 f m i n  c a n  b e  o b t a j n e d  f r o m  t h e  o b s e r v e d  0  a n d  X  r a y
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F i g u r e  B l .  T h e  r e l a t i v e
b a s e  o f  t h e  i o n o s p h e r e
a t  r e f l e c t i o n  f o r  b o t h  X

g r o u p  d e l a y s  o f  t h e  e x t r a o r d i n a r y  a n d  o r d i n a r y  r a y s  f r o m  t h e
( T  =  1 )  t o  r e f l e c t i o n  ( T  =  0 ) .  F R  i s  t h e  p . l a s m a  f r e e u e n c y
a n d  0  r a y s .  F H  i s  t h e  g y r o f r e q u e n c y .

F i g u r e  8 2 .  T h e  g r o u p  d e l a y  r a t i o  R x - o  =
p l a s m a  f r e q u e n c i e s  a t  r e f l e c t i o n  ( F R ) - o f
T  =  0 . 8 5 ,  0 . 5 ,  0 . 2 5  a n d  0 . 1  c o r r e s o o n d

6 0  8 0
D i p  A n g l e ,  d e g r e e s

( u ' x  -  t ) / ( u ' o  -  1 )  a s  a  f u n c t i o n  o f
t w i c e  a n d  s i x  t i m e s  t h e  g y r o f r e q u e n c y .

t o  F N / F R  =  0 .  5 3 ,  0 .  8 7 ,  0 . 9 7  a n d  0 .  9 9 7

d i p  a n g 1 e ,  f o r
T h e  c u r v e s  a t
r o c n o e f i r r o l r r

/:t:f
)il

F R = 2 F H
F R  =  6 F H
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v i r t u a l  h e i g h t s .  T h i s  i s  t r u e  f o r  a n y  m e t h o d  o f  a n a l y s i s .  T h u s  a  b a s i c  r e q u i r e m e n t  f o r  a  s t a b l e
a n a l y s i s  p r o c e d u r e  i s  t h a t  i t  s h o u l d  n o t  a t t e m p t  t o  d e t e r m i n e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a t i o n  i n  t h i s
r e g r o n .

F i g u r e  8 2  s h o w s  t h e  v a r j a t i o n  o f  R x . o  w i t h  d i p  a n g l e  f o r  4  f i x e d  v a l u e s  o f  T ,  c o r r e s p o n d i n g
t o  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  o f  0 . 5 3 , 0 . 8 7 , 0 . 9 / - a n d  0 . 9 9 5  t i m e s  F R .  S o . l i d  l i n e s  a r e  f o r  t y p i c a l  s t a r t
c a l c u l a t i o n s ,  w i t h  F R  =  2 F H .  T h e  b r o k e n  l i n e s ,  f o r  F R  =  6 F H ,  a r e  t y p i c a l  o f  v a l l e - v  c a l c u l a t i o n s .
I n  b o t h  c a s e s  R " - n  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  F N  ( d e c r e a s i n g  T )  a t  I  (  3 0 ' ;  d e c r e a s e s  w i t h
j n c r e a s i n q  F N  f r o m - 3 0 ' t o  7 0 ' ;  a n d  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  F N  a t  d i p  a n g l e s  a b o v e  a b o u t  B 5 ' .
T h u s  f o r  d i p  a n g l e s  o f  0  t o  2 0 ' ,  h ' x  -  h ' o  . i s  i n c r e a s e d  m o s t  b y  h i g h  d e n s i t y  i o n i s a t j o n .  T h i s  i s
a l s o  s h o w n  i n  F i g .  B l ,  w h e r e  t h e  r a t j o  R * . o  i n c r e a s e s  a s  T  t e n d s  t o  z e r o  a t  d i p  2 0 " .  A t  I  )  4 0 '
t h e  v a l u e s  o f  h t *  -  h ' o  a r e  i n c r e a s e d  b y ' Y o w  d e n s i t y  i o n i s a t i o n  o n l y .  T h u s  i n  F i g .  B 1 ,  , R L Q _ . i s
g r e a t e r  t h a n  1 . 5  ? o r  a l i  t  >  O . q  ( F N  <  0 . 9 2 F R )  a t  5 0 "  d l p ,  a n d  f o r  a l l  T  )  0 . 1 5  ( F N  <  0 . 9 9 F R )
a t  8 0 "  d i p .

0 n e  a n o m a l o u s  p o i n t  a p p a r e n t  i n  F i g .  8 2  i s  a t  a  d i p  a n g l e  o f  3 0 " .  H e r e  t h e  r a t i o  R * , o . i s
a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t ,  a t  a  g i v e n  f r e q u e n c y ,  f o r  a l l  v a l u e s  o f  T .  T h u s  w e  h a v e  R * , o  =  1 i 4 4  I  0 . 0 6
a t  F R  =  6 F H .  F o r  r a y s  r e f l e c t e d  a t  F N  -  F R  =  2 F H  t h e  t o t a l  d e l a y s  D  =  h ' -  H R  a r e  r e l a t e d  b y
D x  =  (  1 . 4 4  i  0 . 0 6 ) D o .  T h e  r e a l  h e i g h t  H R  a t  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R  i s  t h e n

H R  h ' , o  -  ( h ' x  -  h ' o ) / ( 0 . 4 4  r  o . 0 6 ) .

A t  d i p  3 0 "  o b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s  t h e r e f o r e  g i v e  d i r e c t l y  t h e  r e a l  h e i g h t s  o f  r e f l e c t i o n
( T i t h e r i d g e ,  1 9 7 4 b ) .  T h e  t o t a l  d e l a y  h '  -  H R  i s  a l s o  o b t a i n e d  i n  o n e  s t e p  w h i c h  i n v o l v e s  n o
a s s u m p t i o n s  o r  c a l c u l a t i o n s  r e l a t i n g  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n .  I t  f o l l o w s
t h a t  n o  i n f o r m a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  a t  a  d i p
a n g l e  o f  3 0 ' .  U s i n g  t h e  a r g u m e n t  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  ( 8 2 ) ,  R x . o  i s  c o n s t a n t  f o r  a l l  F l 4  <  f m i n
s o  t h a t  t h e  r e g i o n  i n  w h i c h  v a l u e s  o f  ( d h l d F N )  c a n  n o t  b e  f o u n d  e x t e n d s  r i g h t  u p  t o  t h e  l o w e s t
o b s e r v e d  f r e q u e n c y  f m i n .  A  s e v e r e  p r a c t i c a l  l i m j t a t i o n  a l s o  o c c u r s  n e a r  d i p  3 5 ' ( a s  i n  F i g .  8 4 ) .

0 2  0 . 4 0 .6  0 .8  1 .O

x , :  rN7FR2
i  n d i c e s  [ ' 1  a n d  t ' e  a t  I  =
r e f l e c t i o n  p o i n t  w h e r e  X o  =  1 .

a c c u r a t e  t o  w i t h i n  5 %  f o r  X o

F i g u r e  8 3 .  V a l u e s  o f  t h e  g r o u p  r e f r a c t i v e
F H  =  1 . 1 8  M H z .  u '  b e c o m e s  i n f i n i t e  a t  t h e
I  i n e s  s h o w  3 - t e r m  p o l y n o m i a l  a p p r o x i m a t i o n s ,

6 7 "  a n d
B ro  ken

<  0 . 8 4 .

90

1+0.9634+ 2 '8

I  +  Q , l $ ! \ +  1 .1



8.2  In fonnat ion  ob ta inab le  us ing  0  and X rays

l l e  h a v e  s e e n  a b o v e  t h a t  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  u n s e e n  i o n i s a t i o n  c a n n o t  b e  f o u n d
o v e r  a n y  r a n g e  o f  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  F N  f o r  w h i c h  t h e  r a t i o  R x . o  =  ( U ' "  -  t ) / ( u ' o  -  1 )  i s
a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t .  A t  a l l  d i p  a n g l e s  t h i s  r a n g e  j n c l u d e s  t h e  r e g i o n  F N  =  0  t o  F N  -  0 . 7 f m i n ,
f o r  f m i n , , 2 F H .  A t  m o s t  d i p  a n g l e s  R x , o  i s  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  o v e r  t h e  r a n g e  0  (  F N  <
0 . 7 f m i n  f o r  a l l  f r e q u e n c i e s  d o w n  t o  1 . 0 F H ,  s o  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i o n i s a t i o n  i s  n e v e r
o b t a i n a b l e  a t  F N  <  0 . 7 f m i n .  A n  e x c e p t i o n  o c c u r s  f o r  d i p  a n g i e s  n e a r  5 0 ' ( F i g .  B l ) ,  w h e n  d R / d T  i s
q u i t e  l a r g e  d o w n  t o  T  =  1  a t  F R  -  F H .  0 b s e r v e d  v i r t u a l  h e i g h t s  t h e n  d e p e n d  o n  t h e  d i s t r i b u t i o n
o f  i o n i s a t i o n  d o w n  t o  q u i t e  l o w  v a l u e s  o f  F N / f m j n ,  a n d  g o o d  o b s e r v a t i o n s  c o u l d  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e
t h i s  d i s t r i b u t i o n .

A l t h o u g h  ( i n  g e n e r a l )  t h e  a c t u a l  d i s t r i b u t i o n  o f  j o n j s a t i o n  c a n n o t  b e  f o u n d  a t  F N  <  0 . 7 f m i n ,
t h e  o v e r a l l  e f f e c t  o f  t h i s  r e g i o n  i s  m e a s u r e a b l e .  T h e  s o l i d  l i n e s  i n  F i g .  8 3  s h o w  t h e  v a r i a t i o n  o f
u '  w i t h  X o  f o r  F R  =  1 . 7 F H  a t  d i p  6 7 "  ( f r o m  T i t h e r i d g e ,  1 9 5 9 b ) .  B r o k e n  l i n e s  s h o w  a p p r o x i m a t i n g
e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m

u ' = 1 + a X o + 5 X o 4 whe re xo = Fn21ra2 i n  ( 8 1 ) .

T h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  h a v e  a  m a x i m u m  e r r o r  o f  5 %  f o r  v a l u e s  o f  X o  u p  t o  0 . 8 4 ,  c o r r e s p o n d i n g  t o
F N  =  0 . 9 1 7 F R .  T h e  e r r o r . i s  g e n e r a l l y  m u c h  l e s s  t h a n  5 % ,  a n d  i s  o f  c h a n g i n g  s i g n .  T h u s  f o r  b o t h  0
a n d  X  r a y s  t h e  o v e r a l l  g r o u p  d e l a y  d u e  t o  a n y  r e g i o n  w i t h  F N  <  0 . 9 f m i n  i s  g i v e n  t o  w i t h i n  a b o u t  1 %
Dy

0 .  9 f m i  n
,  =  

I o  
( u ' -  1 ) ( d h l d F N ) . d F N ( B 3 a )

( B 3 b )

( 8 6 )

( B 7 a )

( B 7 b )

D h i

T h i s  m e a n s  t h a t  a n  e r r o r  o f  1  k m  i n  t h e
E ( i , j )  k m  i n  t h e  i t h  r e a l  h e i g h t .  i f
r a n d o m  e r r o r ,  w i t h  a  R M S  v a l u e  ( e ) ,  t h e

where

n h .  =  F :  . c ,-  t  _ t  _

n

F . l  =  s  E l ;  : \ a
. - -  L \  | , J /

J - r

9 1

w h e r e  A _ a / F R Z ,  r = O r r O ,
A  a n d  B  v a r y  w i t h  f r e q u e n c y
F N  0 . 9 f m i n .  T h u s  t h e  o n l v
va lues of Jruar,r  and Jr ' r+ar ' ,"

T h e  e f f e c t  o f  e r r o r s  i n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  c a n  b e  c a l c u l a t e d  d i r e c t l y ,  a n d  i s  i n d e p e n d e n t
o f  t h e  s h a p e  o f  t h e  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e .  S u p p o s e  t h a t  e x a c t  v i r t u a l  h e i g h t s  h ' i  p r o d u c e  r e a l  h e i g h t s
h i .  T h e  a n a l y s i s  c o n r e s p o n d s  t o  a  m a t r i x  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  t y p e

tHl = tr,tl . tH' l ( 8 4 )

w h e r e  I H ' ]  i s  a  c o l u m n  m a t r j x  g i v i n g  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  a n d  [ H ]  i s  t h e  a r r a y  o f  r e a l  h e i g h t s .
T h i s  a p p l i e s  t o  e x a c t  a n d  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n s ,  w i t h  a  s i n g l e  c o m p o n e n t  o r  w i t h  b o t h  0  a n d  X - r a y
d a t a .  T h e  m a t r i x  [ l , l l  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  d a t a  a n d  i n v o l v e s  o n l y  t h e  f r e q u e n c i e s  u s e d  a n d  t h e
m a g n e t i c  f i e l d  c o n s t a n t s .

C h a n g e s  D h ' i n  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  p r o d u c e  c h a n g e s  D h  i n  t h e  r e a l  h e i g h t s ,  r e l a t e d  b y

l D H l  =  t H l . [ D H ' ] .  ( 8 5 )

T h u s  r e a l - h e i g h t  e r r o r s  a r e  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s .  A n  e r r o r  m a t r i x  E ( i , j )
c a n  b e  d e r i v e d  w h i c h  g i v e s  t h e  r e a l - h e i g h t  e r r o r  a t  a  f r e q u e n c y  f i ,  d u e  t o  a n  e r r o r  e i  i n  t h e
v i r t u a l  h e i g h t  h . ; ,  a s

HA HA
A l  F N Z . d h  *  B f  F N B . d h' o  r o

E ( 1 , j )  e ; .

a n d  H A  i s  t h e  h e i g h t  a t  w h i c h  F N  =  0 . 9 f m i n .  T h e  f u n c t i o n s  a ,  b ,
( i . e .  w i t h  F R ) ,  b u t  d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  g r a d i e n t  d h l D F N  i n  t h e  r e g i o n

i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  a b o u t  t h j s  u n C e r l y i n g  r e g . i o n  i s  t h e
w h e r e  N  i s  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  ( p r o p o r t i o n a l  t o  F N z ) .

v i r t u a l  h e i g h t  a t  t h e  j t h  d a t a  f r e q u e n c y  p r o d u c e s  a n  e r r o r
e a c h  o f  t h e  n  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  p o i n t s  h a s  a  s i m i  l a r

R M S  r e a l - h e i q h t  e r r o l i  s

E r r o r  m a t r i c e s  w e r e  o b t a i n e d  f o r  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n s  u s i n g  a  5 - t e r m  r e a l - h e i g h t  p o l y n o m i a l
( P 0 L A N  m o d e  5 ) ,  w i t h  5  0 - r a y  a n d  5  X - r a y  d a t a  p o i n t s  a t  a  f r e q u e n c y  s p a c i n g  o f  0 . 1  M H z .  E r r o r s  i n
t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e ,  a t  t w o  p o i n t s  i n  t h e  u n o b s e r v e d  r a n g e  a n d  o n e  i n  t h e  c e n t e r  o f
t h e  o b s e r v e d  r a n g e ,  a r e  l j s t e d  i n  T a b l e  B 1 .  M e a n  n e a l - h e i g h t  e r r o r s  n e a r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s c a l e d



a n d

f r e q u e n c y  r a n g e ,  a n d  a v e r a g e d  o v e r  b o t h  r a n g e s  o f
w h e r e  < e o >  a n d  < e x >  a r e  t h e  R M S  e r r o r s  i n  t h e

F o r  S t a r t  c a l c u l a t i o n s  r v i t h  f m i n :  F H :

D h  =  3 . 0  ( e o )
D h  -  2 . 0  < e * >

D h  -  3 . 0  ( e )

.  6  ( "0 )
=  5  (ex)

d i p  a n g l e  i n  T a b l e  8 1 ,  a r e
0  a n d  X  r a y  v i  r t u a  1  -  h e i  g h t

f o r  0 - r a y  e r r o r s  o n l y
f o r  X - r a y  e r r o r s  o n l y

a t  ( e o )  =  ( e x )  =  ( e )

t y p i c a l l y  a s  s h o w n  b e ) o w
d a t a .

( B B  )

( B e )

a n d  e ,  k m  f o r  t h e

( 8 1 1 )

( 8 1 2 )

o n  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e
l i t t l e  i n f o r m a t i o n  c a n  b e

I f  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  c o n t a i n  s y s t e m a t ' i c  e r r o r s ,  o f  e o  k m  f o r  t h e  0 - r a y  d a t a
X - r a y  d a t a ,  t h e s e  g i v e  a  r e a l - h e i g h t  e r r o r  o f

D h =  3 . 5 e o - 2 . 5 e r . ( B 1 0 )

A t  d i p  a n g l e s  n e a r  3 5 o  t h e  m a t r i x  I U ]  i n  ( B a )  b e c o m e s  i l l - c o n d i t i o n e d .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e
t h e  v a r i a t i o n s  o f  [ ' x  a n d  B ' e  w i t h  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  a r e  v e r y  s i m i l a r  i n  s h a p e  a t  d i f f e r e n t
f r e q u e n c i e s .  S m a 1 l  c h a n g e s  i n  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  t h e n  p r o d u c e  l a r g e  c h a n g e s  i n  t h e  r e a l  h e i g h t s .
F i g u r e  8 4  s h o w s  t h e  v a l u e  o f  E i  d e f i n e d  b y  ( 8 7 ) ,  f o r  a  f r e q u e n c y  f i  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s c a l e d
f r e q u e n c y  r a n g e ,  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  d i p  a n g l e .  A  s o l i d  b a r  m a r k s  t h e  r e g i o n  a t  d i p  a n g ' l e s
o f  3 3 ' t o  3 8 ' .  0 v e r  t h i s  r a n g e  t h e  p r e s e n c e  o f  e v e n  s m a l l  e r r o r s  i n  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  m a k e s
u s e f u l  s t a r t  c a l c u l a t i o n s  i m p o s s i b l e .

T h e  s a m e  p r o b l e m  i s  e n c o u n t e r e d  f o r  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s ,  u s i n g  c o m b i n e d  0  a n d  X  r a y  d a t a ,  a t  d i p
a n g l e s  n e a r  3 5 o .  T h i s  i s  i n d i c a t e d  i n  F i g .  2 1  ( S e c t i o n  9 . 4 )  w h e r e  c h a n g e s  i n  t h e  a s s u m e d  v a l l e y
d e p t h  p r o d u c e  i n c r e a s e d  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  c a l c u i a t e d  p r o f i l e  n e a r  D I P  =  3 5 ' ,  e v e n  w i t h  e x a c t  d a t a .
F o r  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  t h e  f r e q u e n c i e s  u s e d  a r e  w e l l  a b o v e  t h e  g y r o f r e q u e n c y ,  s o  t h e  d i f f e r e n c e
b e t w e e n  0  a n d  X - r a y  d a t a  d e c r e a s e s .  T h i s  g i v e s  a n  i n c r e a s e d  s e n s i t i v i t y  t o  d a t a  e r r o r s  a t  a l l
d i p  a n g l e s .  W n e n  i h e  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o i  t h .  u n d e r l y i n g  ( E  l a y e r )  p . u k  i r  a b o u t  3 . 0  M H z ,  t h e
r e a l - h e i g h t  e r r o r s  j u s t  a b o v e  t h e  v a l l e y  ( d u e  t o  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  w i t h  a  R M S  v a l u e  < e > )  a r e
t y p i c a l  1 y

Dh
Dh

Dh

f o r  0 - r a y  e r r o r s  o n l y
f o r  X - r a y  e r r o r s  o n l y

=  B  ( e )  a t  ( e o )  =  ( e x )  =  ( e )

F o r  b o t h  s t a r t  a n d  v a 1  1 e y  c a l c u l a t i o n s ,  d a t a
( i n  t h e  o b s e r v e d  r a n g e )  a t  d i p  a n g l e s  n e a r  2 9 o .
f o u n d  a b o u t  t h e  u n o b s e r v e d  r e q i o n s ,  a s  d i s c u s s e d

e r r o r s  h a v e  l e a s t  e f f e c t
T h i s  o c c u r s  e v e n  a l t h o u q h
i n  S e c t i o n  B . 1 .

T a b l e  8 1 .  E r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l - h e i g h t  p r o f i l e ,  d u e  t o  r a n d o m  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s
w i t h  a  R M S  v a l u e  o f  1 . 0  k m .  R e s u l t s  a r e  f o r  a  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  u s i n g  c o m b i n e d  0  a n d  X
r a y  d a t a .  V a l u e s  s h o w n  a r e  t h e  R M S  e r r o r  i n  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  u n d e r l y i n g  s l a b  o f  i o n i s a t i o n
( q ( M T )  i n  F i g .  1 0  o f  S e c t i o n  8 . 3 ) ;  i n  t h e  s t a r t  o f f s e t  ( g i v i n g  t h e  r e a l  h e i g h t  a t  a  f r e q u e n c y
o f  0 . 6 f m i n ) ;  a n d  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s c a l e d  f r e q u e n c y  r a n g e .  T h e s e  v a l u e s
a r e  a p p r o x i m a t e  m e a n  e r r o r s  o v e r  t h e  i n d i c a t e d  r a n g e  o f  d i p  a n g l e s .

C a l c u l a t e d  q u a n t i t y DIP  <  27 " D I P  >  4 0 "

S l a b  t h i c k n e s s  q ( M T )

S t a r t  o f f s e t  q ( M T + i )

R e a l  h e i g h t  i n  c e n t e r  o f  r a n g e

3 1 .

B .

2 . 5

3 3 .

1 3 .

5 .

km

K M

K M

92



8.3  The reduc t ion  o f  in tegra t ion  er ro rs  a t  h igh  d ip  ang les

I n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  v i r t u a l - h e i g h t  i n t e g r a l s ,  m a x i m u m  a c c u r a c y  i s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  r e l a t i o n

h '  =  h  +  F R  I  ( i / F N ) ( d h l d F N ) . ( u ' T - T )  d T ( 8 1 3 )

w h e r e  T  i s  d e f i n e d  b y  ( 8 1 ) ,  F R  i s  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n ,  a n d  d h l d F N  i s  t h e  p r o f i l e
g r a d i e n t .  T h e  v a l u e  o f  T  r a n g e s  f r o m  1  a t  F N  -  0  t o  z e r o  a t  r e f l e c t i o n  ( w h e r e  p '  i s  i n f i n i t e ) .
F o r  d i p  a n g l e s  l e s s  t h a n  9 0 "  t h e  v a l u e  o f  ( u ' T - T )  i s  f i n i t e  t h r o u g h o u t ,  a n d  f o r  I  <  6 0 '  i t  i s  a
s m o o t h l y  v a r y i n g  f u n c t i o n  o f  T .  T h e  v a l u e  o f  U ' T  i s  e q u a l  t o  s e c l  a t  r e f l e c t i o n ,  a n d  b e c o m e s
i n f i n . i t e  a t  I  =  9 0 ' .  T h e  r a p i d  i n c r e a s e  o f  p ' T  i s  c o n f i n e d  t o  v e r y  s m a l l  v a l u e s  o f  T  w h e n  I  . i s

n e a r  9 0 o ,  a s  s h o w n  i n  F i g .  8 5 .

M o s t  o f  t h e  g r o u p  d e l a y  o c c u r s  i n  a  s m a l l  i n t e r v a l  n e a r  r e f l e c t i o n ,  w i t h  F N  a n d  ( d h l d F N )  n o t
c h a n g i n g  r a p i d i y .  T h e ^ i n t g g r g l  i n  ( B 1 3 )  i s  t h e n  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a r e a  u n d e r  t h e  c u r v e s  i n  F i g .  8 5 ,
f r o m  T  =  T B  =  ( 1  -  f \ z l S g z l - t  ( w h e r e  F A  j s  t h e  l o w e s t  p l a s m a  f r e q u e n c y  i n c l u d e d  i n  t h e  i n t e g r a t i o n )
t o  t h e  r e f l e c t i o n  p o i n t  a t  T  =  0 .  l r l i t h  t h e  1 a r g e ,  r a p i d  i n c r e a s e  n e a r  T  =  0  e v e n  t h e  1 2 - p o i n t
G a u s s i a n  i n t e g r a t i o n  i n  P O L A N  b e c o m e s  i n c r e a s i n g l y  i n a c c u r a t e  f r o m  I  =  6 7 '  t o  I  =  7 9 "  ,  a n d  n o r m a l
i n t e g r a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  u s e l e s s  a t  I  =  8 9 ' .  T h i s  i s  s h o w n  i n  F i g .  8 6 ,  w h i c h  g i v e s  t h e  e r r o r s
i n v o l v e d  i n  a n a l y s i s  o f  a  s m o o t h  v i r t u a l - h e i g h t  c u r v e .  W i t h  5 - p o i n t  i n t e g r a l s  ( t h e  b r o k e n  l i n e s  i n
F i g .  B 6 )  e r r o r s  i n c r e a s e  r a p i d l y  a t  d i p  a n g l e s  a b o v e  4 5 o  f o r  t h e  o v e r l a p p i n g - p o l y n o m i a l  m e t h o d s ,  a b o v e
6 5 "  f o r  p a r a b o l i c  l a m j n a t i o n s ,  a n d  a b o v e  B 0 o  f o r  l i n e a r  l a m i n a t i o n s .  U s i n g  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s  t h e
b a s i c  a c c u r a c i e s  a r e  m a i n t a i n e d  t o  d i p  a n g l e s  o f  a b o u t  8 0 ,  8 4  a n d  B / "  r e s p e c t i v e l y .  A t  d i p  a n g l e s
a b o v e  B 5 ' t h e  l i m i t a t i o n s  o f  a  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l  c a u s e  t h e  h i g h  o r d e r  p o l y n o m i a l  m e t h o d s  t o  g i v e  t h e
s a m e  m e a n  e r r o r  a s  t h e  o a r a b o l i c - l a m i n a t i o n  m e t h o d .

I n t e g r a t i o n  a c c u r a c y  i s  i m p r o v e d  a t  l a r g e  d i p  a n g l e s  b y  d i v i d i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  r a n g e  i n t o  t w o
s e c t . i o n s .  T h e  v e r t i c a l  l i n e s  i n  F i g .  B 5  i n d i c a t e  t h e  a p p r o x i m a t e  b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  s 1 o w 1 y - v a r y i n g
a n d  r a p i d J y - i n c r e a s i n g  s e c t i o n s  o f  t h e  c u r v e s .  T o  l h e  l e f t  o f  t h e s e  l i n e s ,  a d e q u a t e  a c c u r a c y  c a n  b e
o b t a i n e d  w i t h  a  1 2 - p o i n t  G a u s s i a n  i n t e g r a l .  T h e  s e c t i o n  t o  t h e  r i g h t  h a s  a  v e r y  l a r g e  i n c r e a s e  i n
( u ' T - T )  a t  l a r g e  d i p  a n g J e s .  T h i s  i n c r e a s e  c o r r e s p o n d s  r o u g h l y  t o  a  s y m m e t r i c a l  S - s h a p e d  v a r i a t i o n ,
w i t h  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  g r " a d i e n t s  a t  e a c h  e n d .  T h i s  f o r m . i s  r e l i a b l y  e v a l u a t e d  b y  s t a n d a r d  m e t h o d s
o f  i n t e g r a t i o n .  T h e  m a i n  r e q u ' i r e m e n t  f o r  a c c u r a c y  i s  t h a t  t h e  e r r o r s  d u e  t o  t h e  s h a r p l y - c u r v e d
s e c t i o n s  a t  t h e  t w o  e n d s  m u s t  b e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  a n d  o p p o s i t e .  T h e  p o s i t j o n s  o f  t h e  v e r t i c a l
l i n e s  i n  F i g .  B 5  t ' / e r e  e s t i m a t e d  t o  f u l f i l  t h i c  r o n r r i r o m o n r  r r l g u l 6 l . i 6 n 5  w e r e  t h e n  c a r r i e d  o u t  u s i n g

6 0  7 0  8 0  9 0
D I P  A N G L E ,  d e g r e e s

F i g u r e  8 4 .  T h e  R M S  r e a l - h e i g h t  e r r o r  p r o d u c e d  b y  r a n d o m  v i r t u a l - h e i g h t  e r r o r s  w i t h  a
R M S  v a l u e  o f  1  k m .  R e s u l t s  a r e  f o r  a  s l a b  s t a r t  c a l c u l a t i o n  u s i n g  5  0 - r a y  p o i n t s  a t
f r e q u e n c i e s  o f  1 . 0 F H  t o  1 . 4 F H ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  X - r a y  f r e q u e n c i e s  ( r e f l e c t e d  a t
t h e  s a m e  r e a l  h e i g h t s ) .
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5 - p o i n t  G a u s s i a n  i n t e g r a t i c n  f o r  T  >  T C  a n d  1 2 - p o i n t  i n t e g r a t i o n  f o r  T C  >  T  >  0 ,  a d j u s t i n g  t h e
v a l u e  o f  T C  t o  o b t a i n  t h e  m i n i m u m  o v e r a l l  e r r o r .  T h e  m i n i m u m  i s  r e a s o n a b l y  b r o a d ,  a n d  v a r i a t i o n s  o f
u p  t o  1 0 %  i n  T C  ( f r o m  t h e  o p t i m u m  v a l u e )  c a u s e  l i t t l e  i n c r e a s e  i n  t h e  o v e r a l l  e r r o r .  T h e  o p t i m u m
v a l u e s  o f  T C  c h a n g e  b y  o n l y  a b o u t  l 0 %  f o r  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  i n  t h e  r a n g e  1  t o  1 5  M H z ,  s o  a  m e a n
v a l u e  c a n  b e  u s e d  f o r  a l l  f r e q u e n c i e s  a t  a  g i v e n  d i p  a n g 1 e .  T h e  o p t i m i s e d  m e a n  v a l u e s  a r e  g i v e n  t o
w i t h i n  a  f e w  p e r c e n t  b y  t h e  r e l a t i o n

T C  =  0 . 3 9 0 . 0 5  s e c ( 0 . 0 1 6 I ) ( B 1 4 )

w h e r e  t h e  d i p  a n g l e  I  i s  i n  d e g r e e s ,  a n d  0 . 0 1 6 I  i s  i n  r a d i a n s .

I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  1 7 - p o i n t  i n t e g r a t i o n  i n  t h e  s u b r o u t i n e  C 0 E F I C  i s  s t r a i g h t f o r w a r d .  T h e
G a u s s i a n  c o e f f i c i e n t s  T r  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  w e i g h t s  l l l r  a r e  s t o r e d  i n  1 7 - p o i n t  a r r a y s  T R
a n d  l { .  T h e  f i r s t  5  a r r a y  e l e m e n t s  a r e  f o r  t h e  5 - p o i n t  i n t e g r a l s  u s e d  w i t h  M 0 D E  =  7  t o  7 ,  a n d  t h e
f o l l o w i n g  1 2  a r e  f o r  t h e  l 2 - p o i n t  i n t e g r a l s  u s e d  a t  M O D E  =  8  t o  2 0  ( A p p e n d i x  D . 1 ) .  F o r  a  1 7 - p o i n t
i n t e g r a l ,  a l l  c o e f f i c i e n t s  a r e  u s e d  i n  s u c c e s s i o n ;  t h e  l i m i t s  o n  T  b e i n g  c h a n g e d  f r o m  T B ,  T C  f o r
t h e  f i r s t  5  e v a l u a t i o n s  o f  ( u ' T - T )  t o  T C , 0  f o r  t h e  f o l l o w i n g  1 2  e v a l u a t i o n s .  T h i s  d u a l
i n t e g r a t i o n  i s  u s e d  a u t o m a t ' i c a l l y  b y  C O E F I C  w h e n

( i )  a  1 2 - p o i n t  i n t e g r a t i o n  w a s  o r i g i n a l l y  s p e c i f i e d  ( f o r  a c c u r a t e  r e s u l t s ) ;
A N D  ( i i )  t h e  d i p  a n g l e  I  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  6 0 " ;
A N D  ( i j i )  t h e  v a l u e  o f  T B  i s  g r e a t e r  t h a n  1 . 2 1 C .

R e s u l t s  f o r  t h e  p a r a b o l i c  l a y e r  a r e  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d  l i n e s  i n  F i g .  8 6 .  U s e  o f  t h e  d u a l
( 1 7 - p o i n t )  i n t e g r a t i o n  r e d u c e s  e r r o r s  i n  t h e  p o l y n o m i a l  m e t h o d s  b y  a  f a c t o r  o f  a b o u t  i 0  t o  1 0 0  a t
d i p  a n g l e s  o f  8 0  t o  8 8 " ,  a n d  r e a s o n a b l e  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  d i p  a n g l e s  a s  h i g h  a s  B 9 o .

F o r  t h e  e x t r a o r d i n a r y  r a y  U ' T  v a r i e s  s m o o t h l y  w i t h  T  a n d  5 -  o r  1 2 - p o i n t  i n t e g r a l s  a r e
a d e q u a t e  a t  a l l  d i p  a n g l e s .  F o r  c o m b i n e d  0  a n d  X  r a y  a n a l y s e s ,  a s  u s e d  t o  r e s o l v e  t h e  s t a r t i n g  a n d
v a l l e y  a m b i g u i t i e s ,  u s e  o f  t h e  1 7 - p o i n t  0 - r a y  i n t e g r a l  g i v e s  n o  i n c r e a s e  i n  o v e r a l l  e r r o r s  a t  a n y  d i p
a n g l e .  T h i s  i s  c l e a r l y  d e m o n s t r a t e d  b y  t h e  r e s u l t s  o f  F i g .  2 1  ( S e c t i o n  9 . 4 ) ,  w h i c h  m a i n t a i n  g o o d
a c c u r a c y  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  v a l l e y  s i z e  a t  a 1 l  d i p  a n g l e s  u p  t o  a n d  i n c l u d i n g  9 0 ' .  T o  a t t a i n  s u c h
r e s u l t s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  U ' T  m u s t  b e  f r e e  o f  s m a l l  d i f f e r e n c e  e r r o r s  a t  a l i  v a l u e s  o f  T  ( i n  0 . 0
t o  1 . 0  i n c l u s i v e )  f o r  d i p  a n g l e s  u p  t o  I  =  9 0 ' .  A  s t r a i g h t f o r w a r d  f o r m u l a t i o n  w h i c h  f u l l y  m e e t s
t h i s  r e q u i r e m e n t  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  s u b r o u t i n e  G I N D  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i x  D . 3 .

f:

_{

4go
0 ip  Ang te

FlFs = 2 r t r o  =  t

F i g u r e  8 5 .  u ' T  -  T  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  T ,  f o r
s e c ( I / 2 )  =  1 . 1 ,  i . 2 ,  1 . 3  a n d  1 . 4 .  T h i n  a n d  t h i c k  l i n e s
t i m e s  t h e  g y r o f r e q u e n c y  F B .  V e r t i c a l  I  i n e s  i n d i c a t e
a t  w h i c h  t h e  r a n g e  o f  T  i s  d i v i d e d  f o r  i n t e q r a t i o n .

d i p  a n g l e s  I  c o r r e s p o n d i n g  t o
a r e  f o r  f r e q u e n c i e s  o f  2  a n d  4

t h e  p o i n t  T C  =  1 . 5  -  s e c (  I / 2 )
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D i p  A n g l e ,  d e g r e e s .

F i g u r e  8 6 .  T h e  m e a n  e r r o r  i n  t h e  r e a l  h e i g h t s  c a l c u l a t e d  f r o m  e x a c t  v i r t u a l  h e i g h t  d a t a ,
a t  a  f r e q u e n c y  i n t e r v a l  o f  0 . 2  M H z ,  f o r  a  p a r a b o ) i c  l a y e r  w i t h  a  s c a l e  h e i g h t  o f  6 0  k m  a n d
a  c r i t i c a l  f r e q u e n c y  o f  7 . 0  M H z .  R e s u l t s  s h o r v n  a r e  f o r  4  m o d e s  o f  P 0 L A N ,  u s i n g  5 - p o i n t
( f j n e  l i n e s )  a n d  l 2 - p o i n t  ( h e a v y  l i n e s )  i n t e g r a t i o n .  D o t t e d  l i n e s  s h o w  r e s u l t s  f r o m  t h e
t w o - s t a g e  i n t e g r a t i o n  d e v e l o p e d  f o r  i n c r e a s e d  a c c u r a c y  a t  h i g h  d i p  a n g l e s .
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C.1 Va' lues of gyrofrequency in the ionosphere

S a t e l l i t e  m e a s u r e m e n t s  s h o w  t h a t  t h e  m a g n e t i c  f i e ) d  s t r e n g t h  i n  t h e  i o n o s p h e r e  i s  n o r m a l l y  w i t h i n
1 %  o f  t h e  v a l u e  o b t a i n e d  b y  i n v e r s e - c u b e  e x t r a p o l a t i o n  o f  g r o u n d  m e a s u r e m e n t s .  F o r  v e r t i c a l
p r o p a g a t i o n  w e  m a y  t h e r e f o r e  a s s u m e  a  c o n s t a n t  d i p  a n g l e  a n d  a  g y r o f r e q u e n c y

F H  =  t B / ( 1 + h / 6 3 7 r . 2 ) 3

where  FB  i s  t he  g round  va lue  and  h  . i s  t he  he igh t  1n  km.

( c l )

APPENDIX C. THE EFFECTS OF A VARYING GYROFREQUEI{CY

( c 2 )

A  c h a n g e  o f  5 / .  i n  t h e  " a p p a r e n t "  v a l u e  o f  F H  c o n r e s p o n d s  t o  a  c o n s i s t e n t  e r r o r  ( o f  a b o u t  0 . 0 3  M H z ,
a t  f x  )  1 . 5 F H ) '  i n  t h e  s c a l e d . v a l u e s  o f  f * .  T h i s  e r r o r  w i l ' l  o f t e n  b e  a  l i m i t i n g  f a c t o r  i n  i o n o g r a m
a n a l y s i s .  F o r  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  i t  w a s  s h o w n  b y  L o b b  a n d  T i t h e r i d g e  ( 1 9 2 7 a )  t i a t  e r r o r s  o f  l %  j n
f o E  c a n  p r e v e n t  c a l c u l a t i o n  o f  m o r e  t h a n  o n e  v a l l e y  p a r a m e t e r .  r n e  i a m e  s i t u i t i o n  a p p l i e s  i f  f o E  i s
c o r r e c t l y  d e t e r m i n e d  b u t  f o l l o w i n g  v a l u e s  o f  b o t h  f o  a n d  f ,  h a v e  a  c o n s j s t e n t  e r r o r  o i  l % .  I f  o n l y
o n e  c o m p o n e n t  ( f x )  h a s  t h i s  e r r o r ,  t h e  s i t u a t i o n  i s - w o r s e .  

'

( b )  F  R e g i o n
h,

K M

V a l u e s  o f  F H  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  i o n o g r a m s  b y  c o m p a r i n g  t h e  0  a n d  X  r a y  f r e q u e n c i e s
c 0 r r e s p o n d i n g  ! 0  a  c u s p  o r  c r i t i c a l  f r e q u e n c y .  5 0 0  a c c u r a t e  E  r e g i o n  r e c o r d s  t a k e n  a t  C a m b r i d g e  b y
R o b i n s o n  ( t 9 5 8 )  w e r e  e x a m i n e d  f o r  t h i s  p u r p o s e .  I n  7 6  c a s e s ,  c o r i e s p o n d i n g  c u s p s  o r  d i s c o n t i n i t i e s
c o u l d  b e  c l e a r l y  r e c o g n i s e d  f o r  b o t h  0  a n d  X  r a y s .  T h e  r e s u l t s ,  s h o w n  i n  F i g .  b t ( u ) ,  g i v e  a  m e a n
v a l u e  F H  =  1 . 2 0  w i t h  a  s t a n d a r d  e r r o r  o f  0 . 0 1  M H z .  C a l c u l a t i o n s  u s i n g  r i e i a - s t r e n g t h  m e a s u r e r n e n t s
f r o m  n e a r b y  o b s e r v a t o r i e s  g i v e  F H  =  1 . 2 6  l l H z  a t  1 1 0  k m ,  t h e  a p p r o x i m a t 6  h e i g h t  o f  t i e  E  l a y e r
r e f l e c t i o n s .  T h u s  t h e  v a l u e s  o f  g y r o f r e q u e n c y  n e e d e d  t o  m a t c h  i o n o g r a m  o b s e i a t i o n s  s h o w  a  s c a t t e r  o f
a b o u t  5 % '  a n d  a  m e a n  e r r o r  o f  a b o u t  5 %  w i t h  r e s p e c t  t o  a b s o l u t e  c a l c u l a t i o n s .  T h e  s c a t t e r  s h o w s  t h a t ,
w i t h  h i g h  q u a l i t y  i o n o g r a m s ,  e r r o r s  o f  a t  l e a s t  1 i l  a r e  n o r m a l  i n  s c a l e d  c r i t i c a l  f r e q u e n c . i e s .

F i g u r e  C 1 ( b )  s h o w s  v a l u e s  o f  F H  d e r i v e d  f r o m  c a r e f u l  F - r e g i o n  m e a s u r e m e n t s  a t  B r r s b a n e ,  c o r r e c t e d
f o r  t h e  e f f e c t  o f  h o r i z o n t a l  g r a d i e n t s  ( E l l i s ,  1 9 5 7 ) .  T h e  m e a n  r e s u l t  i s  l 0 %  a b o v e  a  d i p o l e  f i e l d
f i t t e d  t o  g r o u n d  m e a s u r e m e n t t s .  M a k i n g  a l l o w a n c e  f o r  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i n  t h e  p r " o f i i e
c a l c u l a t i o n s  c o u . l d  r e d u c e  t h e  d i f f e r e n i e  t o  a b o u t  6 % .  T h i s  m i n i m u m  d i s c r e p a n c y  c o r r e s p o n d s  t o  a
c o n s i s t e n t  e r r o r  o f  a t  l e a s t  1 %  i n  t h e  m e a s u r e m e n t s  o f  c r i t i c a l  f r e q u e n c y . '  T h l s e ' , e r r o r s "  m a y  b e  d u e
t o , g r a d i e n t s  a n d  i r r e g u l a r i t i e s  i n  t h e  i o n o s p h e r e .  T h e y  s e t  a  l i m i t  o n  i h e  a c c u r a c y  o f  p r o f i i e
c a l c u l a t i o n s  u s i n g  c o m b i n e d  0  a n d  X  r a y  d a t a ,  w h i c h  r e q u i r e  a c c u r a t e  i d e n t i f i c a t i o n - o f ' , c o r r e s p o n d i n g , ,
0  a n d  X  f r e q u e n c i e s .

.  S t a r t  a n d  v a l l e y  c a l c u l a t i o n s  r e ) y  o n  t h e  d i f f e r e n c e  i n  v i r t u a l  h e i g h t  o f  0  a n d  X  r a y s  r e f l e c t e d
a t  t h e  s a m e  t r u e  h e i g h t .  F o r  s u c h  c o r r e s p o n d i n g  r a y s  t h e  w a v e  f r e q u e n c i 6 s  f e  a n d  f ,  a r e  i e l a t e d  b y

f o z  =  f x ( f x  -  F H ) ,  o r  f x  =  0 . 5 F H  +  ( f o 7  +  g . 2 5 7 H 2 1 ' 5

o
: 1 0
o
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--o-Aor -3, lo

t o

1 . 5  1 6
F H ,  M H z .

F i g u r e  C l .  V a l u e s  o f  g y r o f r e q u e n c y  F H  c a l c u l a t e d  f n o m  m e a s u r e m e n t s  o n  c o r r e s p o n d i n g  0  a n d
X  r a y  c u s p s .  R e s u l t s  ( a )  a r e  f o r  t h e  E  r e g i o n ,  a t  a  d i p  a n g l e  o f  6 7 "

( t h e  s h a d e d  a r e a - a p p l i e s  t o  t h e  m 6 r e  a c c u r a t e  m e a s u r e m e n t s ) ;
( b )  a r e  f r o m  F  r e g i o n  m e a s u r e m e n t s  a t  B r i s b a n e  ( E l l i s ,  1 9 5 7 ) .
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h ' ,  =  h ' ( f x )  =  h R + D

w h e r e  a . l l  t e r m s  d e p e n d  o n  F H .

T h e  r e a l  h e i g h t  o f  r e f l e c t i o n  h R ,  f o r  a  w a v e  o f  f r e q u e n c y  f x ,  i s  a t
g i v e n  b y

FR2 f x  ( f x  -  F H )

C.2  Changes near  re f lec t ion

F o r  o r d i n a r y  r a y  c a i c u l a t i o n s  a t  a  d i p  a n g l e  I  o f  0 o ,  r e s u l t s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  m a g n e t i c
f i e l d .  A t  o t h e r  d i p  a n g l e s  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  i n c r e a s e s  s l i g h t l y  w i t h  F H .  A  c h a n g e  o f  5 %  i n  F H
a l t e r s  t h e  v i r t u a l  h e i g h t ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  b o t t o m  o f  a  p a r a b o l i c  l a y e r ,  b y  l e s s  t h a n  0 . 3 %  a t  d i p
a n g l e s  o f  u p  t o  7 0 " ;  t h i s  i s  l e s s  t h a n  t h e  n o r m a l  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y  a n d  h a s  a  n e g l i g i b l e  e f f e c t
o n  r e a l - h e i g h t  c a l c u l a t i o n s .

F o r  e x t r a o r d i n a r y  r a y  c a l c u l a t i o n s ,  c h a n g e s  i n  F H  n e a r  r e f l e c t i o n  a f f e c t  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  i n
2  w a y s .  T h e s e  a r e :  ( i )  t h r o u g h  c h a n g e s  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  o f  r e f l e c t i o n  h q ,  c a u s e d  b y  c h a n g e s  i n
t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R  r e q u i r e d  t o  r e f l e c t  t h e  r a y ;  a n d  ( i i )  t h r o u g h  c h a n g e s  i n  t h e  a m o u n t  o f  g r o u p
d e l a y  D .  T h u s  t h e  v i r t u a l  h e i g h t  m a y  b e  w r i t t e n

( c a  )

t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R

( c 4 )

G  =  d ( h n ) / d ( F N ) ,  t h e

( c B )

( c a  )

2 %  i n  F H
D  i n

c a n c e l ,

I f  t h e  v e r t i c a l  p l a s m a - f r e q u e n c y  g r a d i e n t  i n  t h e  r e f l e c t i o n  r e g i o n  i s
d e p e n d e n c e  o f  r e f l e c t i o n  h e i g h t  o n  g y r o f r e q u e n c y  i s

d ( h R ) / d ( F H )  =  - G . f x / 2 F R ( c 5 )

F o r  t y p i c a l  c o n d i t i o n s  a t  t h e  s t a r t  o f  a  p r o f i l e  c a l c u l a t i o n ,  w i t h  F H  -  1 . 3  M H z  a n d  f y =  2 . I
l , 4 H z ,  a n  e r r o r  o f  + 2 %  i n  F H  g i v e s  a n  e r r o r  o f  - 0 . 0 2 i  M H z  j n  F R .  T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  a  d e c r e a s e  o f
a b o u t  1  k m  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  o f  r e f l e c t i o n ,  f o r  t y p i c a l  p r o f i l e  g r a d i e n t s  G  o f  2 5  t o  5 0  k m / l 4 H z  i n
t h e  s t a r t  r e g i o n  ( e . 9 .  F i g .  C 5 ) .  A b o v e  t h e  E / F  v a l l e y ,  p r o f i l e  g r a d i e n t s  c o m m o n l y  e x c e e d  1 0 0  k m / M H z .
A t  f c  =  3 . 5  M H z ,  a n  e r r o r  o f  + 2 %  i n  F H  t h e n  g i v e s  a n  e r r o r  o f  a b o u t  - 2  k m  i n  t h e  r e a l  h e i g h t  o f
r e f l e c t i o n .  R e a l - h e i q h t  e r r o r s  o f  I  o r  2  k m  a r e  n o t  v e r y  s i g n i f i c a n t  i n  t h e m s e l v e s .  T h e y  a r e ,
h o w e v e r ,  s u f f i c i e n t  t o  u p s e t  s t a r t  a n d  v a l 1 e y  c a l c u l a t i o n s  w h i c h  d e p e n d  o n  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  g r o u p
r e t a r d a t i o n  o f  0  a n d  X  r a y s  r e f l e c t e d  a t  t h e  s a m e  r e a l  h e i g h t  h p .

T h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  f o r  a n  e x t r a o r d i n a r y  r a y ,  r e f l e c t e d  a t  a  r e a l  h e i g h t  h p ,  i s

D  :  h  ( r r )  -  h p  
{ * , u ' x  

-  1 )  d h ( c 6  )

w h e r e  I ' x  i s  t h e  g r o u p  r e f r a c t i v e  i n d e x  a t  t h e  f r e q u e n c y  f x .  F o r  c o n d i t i o n s  n e a r  r e f l e c t i o n  i t
c a n  b e  s h o w n  t h a t

t j ' x T  -  T  +  0 . 3 s ( 1 - T ) ( 3 f x - F H ) / ( f x - F H ) ( c 7  )

w h e r e  1 2  =  i  -  (  F R / f ) Z  a n d  F R  i s  t h e  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n .  T h e  m a g n e t i c  d i p
a n g l e  d o e s  n o t  a p p e a r  i n  ( C 7 ) ,  s i n c e  p ' *  i s  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  d i p  a n g ) e  n e a r  T  =  0 . 4 5 ,
a n d  t h e  v a r i a t i o n  w i t h  d i p  a n g l e  i s  o f  o p p o s i t e  s i g n  a b o v e  a n d  b e l o w  t h i s  p o i n t .  ( C 7 )  t h e r e f o r e  g i v e s
a  r e a s o n a b l e  f i r s t - o r d e r  e s t i m a t e  a t  a l l  d i p  a n g l e s ,  f o r  c a l c u l a t i o n s  w h i c h  i n v o l v e  a n  i n t e g r a l  o f
B ' x  u p  t o  t h e  r e f l e c t i o n  p o i n t  ( T  =  0 ) .

F o r  a  c o n s t a n t  g r a d i e n t  G  =  d h l d F N  n e a r  r e f l e c t i o n ,  t h e  g r o u p  d e l a y  t h e n  b e c o m e s

D  :  0 . 2  c  f x . 5 1 : r r - r H 1 7 1 r x - F H ) . 5

A t  a  g i v e n  w a v e  f r e q u e n c y  f r ,  t h i s  l e a d s  t o

d D / d F H  -  0 . 1  G  f x 2 ( f x + F H ) / F R 3

W i t h  t y p i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  g r a d i e n t  G  a t  r e f l e c t i o n ,  t h i s  r e s u l t  s h o w s  t h a t  a n  i n c r e a s e  o f
l e a d s  t o  a n  i n c r e a s e  o f  1  o r  2  k m  i n  t h e  g r o u p  d e l a y  D .  T h u s  c h a n g e s  i n  t h e  t e r m s  h p  a n d
e q u a t i o n  ( C 3 )  a r e  o f  s i m i l a r  s i z e  a n d  o f  o p p o s i t e  s i g n ,  a t  a l l  d i p  a n g l e s .  T h e  t w o  e f f e c t s
g i v i n g  d h ' l d F H  -  0 ,  f o r  f *  -  1 . 5 F H .

I f  A h p  a n d  A h ' *  a r e  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l  a n d  v i r t u a l  h e i g h t  d u e  t o  a  g i v e n  c h a n g e  i n  F H ,
( C 5 )  a n d  ( C 9 )  g i  v e
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A h ' " / A h p  .  0 . 7 5  ( i  -  . 5 F H l ( f x - F H ) )

D i p  a n g i e  v a r i a t i o n s  a r e  q u i t e  s m a l l  s o  ( c l o )  p r o v i d e s  g o o d  a c c u r a c y  a t  m e d . i u m
d i p  a n g l e s ,  t h e  m a x i m u m  e n r o r  i n A h , "  i s  r 0 . 0 4  k m  a t  f ,  < .  Z F H ,  a n d  t 2 0 %  a t

F o r  s t a r t  c a l c u l a t i o n s  w i t h  v a l u e s  o f  F R  b e t w e e n  a b o u t  i . 0  a n d  1 . 5  M H z ,  F H  v a r i a t i o n s  p r o d u c e
c h a n g e s  i n  v i r t u a l  h e i g h t  w h i c h  a r e  l e s s  t h a n  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l  h e i g h t  b y  a  f a c t o r  o f  4  o r  m o n e ,  a t
a l l  d i p  a n g l e s .  F o r  v a l l e y  c a l c u l a t j o n s  ( F R '  2  t o  4  M H z )  t h e  c h a n l e s  u i e  r e d u c e d  b y  a  f a c t o r  o f
a b o u t  2 .  T h e  n e e d  f o r  a c c u r a t e  v a . l u e s  o f  F H  n e a r  r e f l e c t . i o n  i s  t h e r e i o r e  c o n s i d e r a b l y  e a s e d  b y  t h e
o p p o s i n g  e f f e c t s  o f  t h e  c h a n g e s  i n  r e a l  h e i g h t  a n d  i n  g r o u p  d e l a y .

S o m e  e x a c t  c a l c u l a t e d  c h a n g e s  i n  r e f ' l e c t i o n  h e i g h t  a n d  g r o u p  d e 1 a y ,  f o r  a  l i n e a r  l a y e r  a n d  a
d e c r e a s e  o f  4 %  i n  F H ,  a r e  s h o w n  . i n  T a b l e  C 1 .  T h e  c h a n g e s  i n  h ' o  a r e  t y p i c a l l y  l e s s  t h a n  0 . 2  k m ,  a tt h e  l o w  f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  s t a r t  c a l c u l a t i o n s .  T h e  X  r a y . . . r Y t s  a r e  f o r  f i x e d  w a v e  f r e q u e n c i e s  f * ,
c o r n e s p o n d r n g  t o  t h e  t a b u l a t e d  0  r a y s  w h e n  F H  -  I . Z  M H z .  T h e  c h a n g e  l h p  i n  t h e  r e f l e c t i o n  f r e j g h t ,
d u e  t o  a  4 %  d e c r e a s e  i n  F H ,  i s  i n d e p e n d e n t  o f  d i p  a n g l e  a n d  i s  a b o u l  + 2 . O ' ' t m  a t  l o w  f r e q u e n c i e s .  

- T h e

c o r r e s p o n d i n g  c h a n g e s  i n  g r o u p  d e l a y  a r e  a b o u t  - 1 . 5  i m ,  s o  t h a t  t h e  d e c r e a s e  i n  F H  p r o d u c e s  a n  o v e r a l l
v i r t u a l - h e i g h t  i n c r e a s e  A h ' "  o f  o n l y  a b o u t  0 . 5  k m .

T a b l e  C 1  i s  c a l c u l a t e d  f o r  a  c o n s t a n t  g r a d i e n t  d h l d F N  o f  5 0  k m , z M H z .  T h i s . i s  n e a r  t h e  u p p e r  l . i m i tf o r  n o r m a l  p r o f i l e s ,  i n  t h e  s t a r t  r e g i o n .  F i s . C 2  s h o w s  t h e  c h a n g e s  i n  h ' x  f o r  a  g r a d i e n t  o f  2 0k m / M H z  e x t e n d i n g  o n l y  d o w n  t o  F N ' a . B  M H z .  I i m i t i n g  t h e  a m o u n t  6 r  l o w - d e n i i t y  i o n i i a t i o n  i n  t h i s
w a y  r e d u c e s  t h e  c a n c e l l a t i o n  o f  g r o u p - r e t a r d a t j o n  a n d  h e i g h t - o f - r e f l e c t j o n  c h a n g e s ,  s o  t h a t  t h e  v a l u e s
9 1  4 h ,  i n c r e a s e  a t  l o w  f r e q u e n c i e s .  F o r  t h e  n o r m a i  r a i g e  o f  s t a r t  c a l c u l a t i o n s  t h e  e r r o r  o f  4 %  j nF H  g i v e s  e f f e c t i v e  e r r o r s  o f  0 . 2 7  t o  0 . 6  k m ^ i n  h ' r .  T h e  c 6 r r e s p o n d i n g  e r r o r s  i n  n  o  a r e  0  t o  3 0 %  a s1 a r g e ,  a n d  o f  o p p o s i t e  s i g n .  F o r  c o m b i n e d  0  a n d  I  r a y  c a l c u ) a t i o n s ,  c o n s i s t e n t  e 1 1 6 r s  A h , o  a n d A h , *i n  t h e  v i r t u a l  h e i g h t s  p r o d u c e  a  r e a l - h e i g h t  e r r o r ,  a t  F N :  1 . 4 F H ,  o f

A h P  :  2 ' B A h ' o  -  1 . B A h ' x

T h u s  a  c o n s i s t e n t  e r r o r  o f  4 7 1  i n  t h e  v a l u e s  o f  F H  a t  r e f l e c t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  e r r o r
t h e  h e i g h t  a t  w h i c h  F H  i s  e v a l u a t e d ,  g i v e s  e r r o r s  o f  a b o u t  0 . 5  t o  1 . 5  k ;  i n  r 6 a l  h e i g f r t  a tf r e q u e n c i e s .

T A B L E  c l -  T h e  c h a n g e s  ( i n  k m )  i n  r e a l  h e i g h t  h q ,  g r o u p  d e l a y  D  a n d  v i r t u a l  h e i g h t
n  '  l o r  a  r e t l e c t i n g  l a y e r  w i t h  a  c o n s t a n t  g r a d i e n t  d h l d F N  o f  5 0  k m / M H z ,  w h e n  F H
d e c r e a s e s  f r o m  1 . 2 0  t o  1 .  1 5  M H z .

( c 1 0 )

I a t i t u d e s .  O v e r  a l I
f x  >  z F H .

( c  1 1 )

o f  9 0  k m  i n
l o w

R A Y E X T R A O R D I N A R Y R A Y

FR
AI S_ .t
50"  80" FX A h R

DIP= 20"

D E L A Y  D x ,  A D x ,  a t A h ' x ,  = A h p  + z \ f t

200 5 0 '  8 0 050 ' B0 '
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1 . 0

1 . 5 2 3 t , 6 8
P l q s m q  F r e q u e n c y  o f  R e f t e c t i o n ,  M H z .

F i g u r e  C 2 .  C h a n g e s  i n  t h e  X  r a y  v i r t u a l  h e i g h t ,  a t  a  f . i x e d  o b s e r v i n g  f r e q u e n c y ,  w h e n  t h e
g y r o f r e q u e n c y  F H  . i s  d e c r e a s e d  f r o m  1 . 2 0  t o  1 . 1 5  M H z .  C a l c u l a t i o n s  a r e  f o r  a  r e f l e c t i n g
r e g i o n  w i t h  d h l d F N  =  2 0  k n / l , 1 H z  a t  F N  >  0 . 8  M H z ,  a n d  n o  i o n i s a t i o n  a t  F N  <  0 . 8  M H z .

C.3  Retarda t ion  in  the  under ly ing  reg ion

F o r  d i p  a n g l e s  I  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  1 0 " ,  a n d  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  F N  m u c h  l e s s  t h a n  t h e  w a v e
f r e q u e n c y  F ,  r e f r a c t i v e  i n d i c e s  i n  t h e  i o n o s p h e r e  a r e  c l o s e  t o  t h e  q u a s i - l o n g i t u d i n a l  a p p r o x i m a t i o n .
N e g l e c t i n g  t e r m s  i n  ( F N / F ) 4 ,  t h e  g r o u p  r e f r a c t i v e  i n d e x  g ' b e c o m e s

u ' =  1 + . 5 F N 2 / G !  F H s i n t ) Z  ( C i 2 )

w h e r e  u p p e r  a n d  l o w e r  s i g n s  r e f e r  t o  t h e  0  a n d  X  r a y s  r e s p e c t i v e l y .  T h u s  t h e  g r o u p  r e t a r d a t . i o n  d u e  t o
l o w - d e n s i t y  i o n i s a t i o n  i s

D  =  |  t u  - r )  a r ,  =  . s ( F t F H s i n t  l - 2  J  r r ' r 2  o r r  ( c 1 3 )

T h e  i n t e g r a l  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  t o t a l  e l e c t r o n  c o n t e n t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n .  F o r
" c o r r e s p o n d i n g "  0  a n d  X  r a y  f r e q u e n c i e s  F  a n d  F X  ( r e f l e c t i n g  a t  t h e  s a m e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R ) ,
( C 1 2 )  g i v e s  t h e  r a t i o  o f  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n s  a s

R r . o  =  D * / D e  =  (  ( F R  +  F H  s i n l  ) / ( F x  -  F H  s i n l  )  ) 2  ( c 1 4 )

T h e  c h a n g e  A D  i n  t h e  g r o u p  r e t a r " d a t i o n ,  d u e  t o  a  c h a n g e A F H  i n  t h e  g y r o f r e q u e n c y ,  i s  o b t a i n e d  f r o m
( C 1 3 )  a s

L D / D  =  + Z A F H  s i n l / ( F t F H s i n l ) ( c 1 5 )
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V a l u e s  o f  R x , o  f r o m  ( C 1 4 )  a r e  s h o w n  j n  T a b l e  C 2 .  F o r "  d i p  a n g l e s  a b o v e  3 0 o ,  a n d  F R  <  Z F H  ( a s  i n
m o s t  s t a r t i n g - c a l c u l a t i o n s ) ,  t h e  g r o u p  d e l a y s  a r e  t y p i c a l l y  4  t i m e s  l a r g e r  f o r  t h e  X  r a y .  F r o m  ( C 1 5 )
w e  s e e  t h a t  t h e  p e r c e n t  v a r i a t i o n s  i n  t h e  d e l a y ,  d u e  t o  c h a n g e s . i n  F H ,  a r e  a b o u t  t w i c e  a s  l a r g e  f o r
the  X ray  as  fo r  the  0  ray .

T h e  r e s u l t s  o f  T a b l e  C 2 ,  a n d  e q u a t i o n s  ( C 1 2 )  t o  ( C i 5 ) ,  a r e  a c c u r a t e  f o r  l o w - d e n s i t y  i o n i s a t i o n .
R e s u l t s  f o r  h i g h e r  d e n s i t i e s  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  C 3 ,  c a l c u l a t e d  f o r  F N  i n c r e a s j n g  l i n e a r i y  f r o m  0 . 4  t o
0 . 8  M H z .  T h e  0 - r a y  d e l a y s  D o  a r e  a p p r o x i m a t e l y  i n d e p e n d e n t  o f  F H ,  b u t  v a r y  c o n i i d e r a b l y  w i t h  d i p
a n g l e .  X - r a y  d e l a y s  D ,  a r e  l e s s  d e p e n d e n t  o n  t h e  d i p  a n g l e  a n d  h i 9 h 1 y  d e p e n d e n t  o n  F H .  F o r  F R  =
I . ? F H  t o  2 . 2 F H  ( t h e  c o m m o n  r a n g e  f o r  s t a r t  c a l c u l a t i o n s ) ,  g r o u p  d e l a y s  a r e  t y p i c a l l y  a b o u t  4  t i m e s
l a r g e r  f o r  t h e  X  r a y  t h a n  f o r  t h e  0  r a y .  C h a n g e s  i n  F H  a l t e r  t h e  g r o u p  d e l a y  b y  a n  l m o u n t  A D  w h i c h
i s  1 0  t o  i 0 0  t i m e s  l a r g e r  f o r  t h e  X  r a y .  T h u s  t o  d e t e r m i n e  t h e  e r i o r s  w h i c h  r e i u l t  f r o m  a n  i n c o r r e c t
F H '  i n  t h e  u n d e r l y i n g  r e g ' i o n s ,  u / e  n e e d  c o n s i d e r  o n l y  t h e  c h a n g e s  i n  d e l a y  f o r  t h e  X  r a y .

T h e  a m o u n t  o f  l o w - d e n s i t y  i o n i s a t i o n  u s e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n s  i n  T a b l e  C 3  i s  q u i t e  t y p i c a l  f o r
n i g h t - t i m e  p r o f i l e s .  T h e  t w o  m e a n  A r e c i b o  p r o f i l e s  a r e  s h o w n  i n  F i g .  C 5 ( a ) .  A p p r o x i m a t i n g  t h e
l o w - d e n s i t y  i o n i s a t i o n  b y  a  l i n e a r  i n c r e a s e  f r o m  0 . 4  t o  0 . 8  M H z  g i v e s  a  t h i c k n e s s  f o r  t h i s  s e c t i o n  o f
a b o u t  6 0  k m  f o r  m o d e l  3 4 ,  a n d  1 6 0  k m  f o r  m o d e l  3 8 .  A n  . i n d e p e n d e n t  s e t  o f  m e a n  n i g h t - t i m e  c u r v e s  . i s
s h o w n  i n  F i g .  C 5 ( c )  ( f r o m  K n i g h t , 1 9 7 2 ) .  A p p r o x i m a t i n g  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i n  t h e s e  p r o f i l e s  b y
a  l i n e a r  i n c r e a s e ,  f r o m  0 , 4  t o  0 . 8  M H z ,  r e q u i r e s  a  t h i i k n e s s  o f  a b o u t - 1 0 0 ,  B 0  a n d  6 0  k m  a t  l ,  2  a n d  6
h o u r s  a f t e r  s u n s e t .  T h u s  r e a l - l i f e  p r o f i l e s  c o m m o n l y  h a v e  d e l a y s  s i m i l a r  t o  t h o s e  i n  T a b l e  C 3 ;  a n d
a n  e r r o r  o f  4 %  i n  t h e  a s s u m e d  v a l u e  o f  F H  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n  a l t e r s  h ' *  b y  ( t y p i c a l l y )  I  t o  5
k m ,  a t  t h e  f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  s t a r t  c a l c u l a t i o n s

E r r o r s  i n  t h e  v a l u e  o f  F H  u s e d  f o r  u n d e r l y i n g  r e g i o n s  o f  i o n i s a t i o n  a r e  u n a v o i d a b l e .  T h e
c o n t i n u o u s  l i n e s  i n  F i g .  C 3  r e p r e s e n t  a  s i m p l i f i e d  m o d e l  f o r  t h e  n i g h t - t i m e  i o n o s p h e r e .  T h i s  h a s  a
P g f a p g l i c  E  l a y e r  e x t e n d i n g  f r o m  1 0 0  t o  l B 0  k m  ( c o r r e s p o n d i n g  r o u g h i y  t o  t h e  m e a n  v a r i a t i o n  i n  F i g .
C 5 ( a ) ) ,  a n d  a  s h a r p l y - b o u n d e d  r e f l e c t i n g  r e g i o n  a t  2 2 0  k m .  V l r t u i t  

- h e i g h t s  
f o r  t h e  0  a n d  X  r a y s  i r e

s h o w n  b y  t h e  s o l i d  l i n e s  i n  F i g .  C 4 .  T h e s e  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  a n  i n v e r s e - c u b e  v a r i a t j o n  o f  F H ,  f o r
t y p i c a l  g r o u n d  v a l u e s  F B  a t  e a c h  d i p  a n g 1 e .  A n a l y s i s  o f  t h e  v i r i u a l  h e i g h t s  c a n  g i v e ,  a t  b e s t ,  t h e
e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  p r o f i l e  s h o w n  b y  t h e  b r o k e n  l i n e  i n  F i g .  C 3 .  T h i s  h a s  t h e  s i m e  t o t a l  e l e c t r o n
c o n t e n t  a s  t h e  o r i g i n a l  p r o f i l e ,  a s  r e q u l r e d  f o r  a c c u r a t e  c a l c u l a t i o n s  o f  F  l a y e r  h e i g h t s  a t  h i g h
f r e q u e n c i e s .  A t  t h e  l o w  f r e q u e n c i e s  u s e d  i n  s t a r t  c a l c u l a t i o n s ,  h o w e v e r ,  t h e  l m a l l e r  v a l u e s  o f - F H  a t
t h e  h e i g h t  o f  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  p r o f i l e  c a u s e  a n  a p p r e c i a b l e  i n c r e a s e  i n  t h e  v i r t u a l  h e i q h t s  o f

T a b l e  C 2 .  T h e  r e l a t i v e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  R x , o  g i v i n g  t h e  r a t i o  o f  g r o u p  d e l a y s
f o r  " c o r r e s p o n d i n g "  X  a n d  0  r a y s  ( r e f l e c t e d  a t  t h e  s a m e  p l a s m a  f r e q u e n c y  F R )  f o r
l o w - d e n s i t y  r e g i o n s  o f  t h e  i o n o s p h e r e  w h e r e  F N  < <  F R .
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F i g u r e  C 3 .  A  s i m p l e  p a r a b o l
a n d  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c
s h a r p  l o w e r  b o u n d a r y  a t  2 2 0

0 . 4 o  8 F N , v H .

' l ' 0

F i g u r e  C 4 -  S o l  i d
t h e  m o d e l  o f  F i g .
h e i g h t ,  f r o m  t h e
t h e  t r u e  p r o f i l e

i c  m o d e l  f o r  t h e  n i g h t - t i m e  E  l a y e r  ( s o l i d  l i n e ) ,
d i s t r i b u t i o n  ( b r o k e n  I  i n e )  f o r  a n  F  l a y e r  w i t h  a

k m .

3 0  1 0  1 5  2 - O
W o v e  F r e q u e n c y ,  M H z .

l i n e s  s h o w  t h e  v . i r t u a l  h e i g h t s  f o r  t h e  0  a n d  X  r a y s ,  c a l c u l a t e d  f r o m
C 3 ,  a t  4  d i f f e r e n t  d i p  a n g l e s .  F H  h a s  a n  i n v e r s e - c u b e  v a r i a t i o n  w i t h

i n d i c a t e d  g r o u n d  v a l u e s  F B .  B r o k e n  l i n e s  s h o w  t h e  c h a n g e  i n  h ' *  w h e n
i s  r e p l a c e d  b y  i t s  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  d i s t r i b u t i o n .

1 0 1



t h e  X  r a y .  T h i s  j n c r e a s e  A h ' r ,  p l o t t e d  a s  a  b r o k e n  l i n e  i n  F i g .  C 4 ,  r e p r e s e n t s  a n  e f f e c t i v e  e r r o r
i n  t h e  v a l u e s  o f  h ' r .  T h e A h ' ,  c u r v e s ,  l i k e  t h e  v a l u e s  o f  h ' 0 ,  b e g i n  a t  t h e  w a v e  f r e q u e n c y  f o r
w h i c h  F N  =  0 . 9  M H z  a t  r e f l e c t i o n .  A t  t h i s  f r e q u e n c y  t h e  e f f e c t i v e  e r r o r  ( i n  k m )  o f  t h e  X  r a y  v i r t u a l
h e i g h t s  i s  r o u g h l y  e q u a l  t o  t h e  d i p  a n g l e  i n  d e g r e e s .  F o r  F N  =  1 . 0  M H z  a t  r e f l e c t i o n ,  t h e  e f f e c t i v e
e r r o r  i s  r o u g h l y  o n e  t h i r d  o f  t h e  d i p  a n g l e ,  o r  l 0 %  o f  ( h ' x  -  h ) .  T h e s e  e r r o r s  a r e  c a u s e d  b y  t h e
i n c r e a s e  o f  a b o u t  6 0  k m  i n  t h e  m e a n  h e i g h t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i n i s a t i o n ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e c r e a s e
i n  F H ,  w h e n  w e  r e p l a c e  t h e  t r u e  v a r i a t i o n  i n  F i g .  C 3  b y  i t s  m o n o t o n i c  e q u i v a l e n t .

c . 4 l lodel studies

P r o f i l e s  3 4 , 3 8  a n d  B A , B B , 8 C , B D  i n  F i g u r e  C 5  w e r e  d e v e l o p e d  w i t h i n  U R S I  S u b g r o u p  G / 6 / 2  t o
t e s t  i o n o g r a m  a n a l y s i s  p r o c e d u r e s .  F o r  e a i h  p r o f i l e  a c c u r a t e  v i r t u a l  h e i g h t s  w e r e  c a i c u l a t e d ,  a t  d i p
a n g l e s  o f  3 0 ' a n d  7 0 o ,  u s i n g  a n  i n v e r s e - c u b e  v a r i a t i o n  o f  F H  w i t h  h e i g h t .  T h e  r e s u l t s  w e r e  a n a l y s e d
b y  d i f f e r e n t  p r o c e d u r e s  a s s u m i n g  v a l u e s  o f  f m ' i n  ( f o r  b o t h  t h e  0  a n d  X  c o m p o n e n t s )  c o r r e s p o n d i n g
a p p r o x i m a t e l y  t o  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  o f  0 . 8  a n d  1 . 5  M H z  a t  r e f l e c t i o n .

T h e  p r o g r a m  P 0 L A N  u s e s  i t e r a t i o n  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o r r e c t  F H  a t  r e f l e c t i o n  f o r  e a c h  d a t a
f r e q u e n c y .  T h i s  i s  t o  e n s u r e  a  c o r r e c t  p l a s m a  f r e q u e n c y  a t  r e f l e c t i o n  f o r  t h e  X  r a y s ,  s o  t h a t  t h e
r e l a t i v e  r e f l e c t j o n  h e i g h t s  o f  0  a n d  X  r a y  d a t a  w o u l d  b e  c o r r e c t .  A t  t h e  t i m e  o f  t h e  U R S I  t e s t s
( 1 9 7 6 - 7 7 )  t h i s  w a s  c o n s i d e r e d  t h e  p r i m e  r e q u i r e m e n t  f o r  a c c u r a t e  r e s u l t s .  T h e  s t u d y  o f  S e c t i o n  C . 2
h a s  s i n c e  s h o w n  t h a t  e r r o r s  d u e  t o  a n  i n c o r r e c t  F H  a t  r e f l e c t i o n  a r e  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d  b y  t h e
o p p o s i n g  e f f e c t s  o f  g r o u p  d e l a y  a n d  r e f l e c t i o n  h e i g h t  v a r i a t i o n s .

.  T h e  r e l a t j v e  i m p o r t a n c e  o f  a  c o r r e c t  F H  a t  r e f l e c t i o n ,  a n d  a  c o r r e c t  F H  f o r  t h e  u n d e r l y i n g
i o n i s a t i o n ,  i s  s h o w n  i n  T a b l e  C 4 .  ( a )  g i v e s  t h e  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  a t  i . 5  M H z ,  a s
o r i g i n a l l y  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s e r i e s  o f  U R S I  t e s t s  ( G u l y a e v a  e t  a l ,  i 9 7 8 ;  M c N a m a r a ,  1 9 7 8 b )  u s i n g  t h e
v a l u e  o f  F H  a t  r e f l e c t i o n  f o r  e a c h  r a y .  F o u r  s e t s  o f  d a t a  w e r e  a n a l y s e d  f o r  e a c h  m o d e l ,  c o r r e s p o n d i n g
t o  t h e  t w o  d i p  a n g l e s  a n d  t w o  s t a r t i n g  f r e q u e n c i e s  n o t e d  a b o v e .  T a b l e  C a ( b )  g i v e s  r e s u ) t s  f r o m  t h e
s a m e  i n p u t  d a t a  b u t  a s s u m i n g  a  c o n s t a n t  g y r o f r e q u e n c y ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  h e i g h t  o f  1 7 0  k m ,  t h r o u g h o u t
t h e  c a l c u l a t i o n .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  a  s i n g l e  l e a s t - s q u a r e s  s o l u t i o n ,  w i t h  n o  i t e r a t i o n .
T h e  h e i g h t  o f  1 7 0  k m  i s  c h o s e n  a s  r e p r e s e n t i n g  a n  a p p r o i i m a t e  m e a n  c e n t n e  f o r  t h e  u n d e r l y i n g' i o n i s a t i o n  r e g i o n s .

T h e  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 . 7  w e r e  n o t  e m p l o y e d  i n  t h e  t e s t s  o f  T a b l e  C 4 .  T h e
o v e r a l l  i m p r o v e m e n t  b y  a  f a c t o r  o f  3 . 2  i n  t h e  ( m e a n  +  R M S )  e r r o r s ,  f r o m  ( a )  t o  ( b ) ,  i s  t h e r e f o r e  d u e
e n t i r e l y  t o  t h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  F H .  T h e  l a r g e  m a x i m u m  e r r o r s  i n  t h e  3 A , B  d a t a  s e t  a r e  d u e  t o  t h e" d i f f i c u l t "  p r o f i l e  3 8  w h i c h ,  a s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  8 . 5 . 2 ,  w o u l d  n o t  n o r m a l l y  b e  a n a l y s e d  f r o m  l o w
v a l u e s  o f  f m i n .  T h e  o v e r a l l  c o n c l u s i o n  f r o m  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  i s  c l e a r :  a t  b o t h  h i g h  a n d  1 o w  d i p
a n g l e s ,  a n d  w i t h  a l l  t e s t e d  p r o f i l e s ,  a  c o r r e c t  F H  f o r  t h e  u n s e e n  r e q i o n s  i s  f a r  m o r e  i m o o r t a n t  t h a n  a
c o r r e c t  F H  a t  r e f l e c t i o n .

T a b l e  C 4 .  E r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  a t  a  p l a s m a  f r e q u e n c y  F N  =  1 . 5  M H z ,  u s i n g
t h e  ' s l a b  s t a r t '  i n  P O L A N  t o  a n a l y s e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a  c o r r e i p o n d i n g  t o  t h e  p . o i i l e s  o i
F i g .  C 5 ' .  . F o r  e a c h  d a t a  f r e q u e n c y  t h e  s a m e  v a l u e  o f  F H  i s  u s e d  t h r o u g h 6 u t  t h e  r a y  p a t h .
R e s u l t s  ( a )  a r e  f o r  F H  e q u a l  t o  t h e  v a l u e  a t  t h e  r e f l e c t i o n  h e i g h t  o i  e a c h  r a y ,  

-  
w h i l e

( b )  u s e s  a  c o n s t a n t  F H  c o r r r e s p o n d i n g  t o  a  h e i g h t  o f  1 7 0  k m .

P r o f i l e s  A n a l y s e d : 3 4 ,  3 8  ( 8  d a t a  s e t s ) 8 A ,  B ,  C ,  D  (  1 6  d a  t a  s e t s  )
ERR0RS AT 1 .5  MHz:  MEAN RMS MAX MEAN RMS MAX

( a )  U s i n g  F H  a t  r e f l e c t i o n .
P O L A N  M O D E =  4  Z . B

5  2 . 2
o  . 1 . . 6

3 . 6  7 . 6
? . 9  4 . 8
2 . 5  4 . 8

2 . 3  k m
2 . 4  k m
2 . 4  k m

L29
I  . 2 6
1 . 1 1

l . 4 l
1 . 4 7
1 . 3 1

( b )  U s ' i  n g  F H  a t  1 7 0  k m .
POLAN M0DE = 4

5
6

0 . 5 0  0 . 7 7
0 . 7 2  1 . 0 4
0 . 5 7  0 . 7 6

4 . 4
2 . 3
1 . 6

0 . 4 7
0 . 4 2
0 .  4 3

0 . 6 1
0 .  5 5
0 .  6 4

1 . 3  k m
i . 1  k m
1 . 9  k m
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F i g u r e  C 5 .  N i g h t  E - r e g i o n  p r o f i l e s  u s e d  i n  d e v e l o p i n g  r u l e s  f o r  s t a r t  c a i c u i a t i o n s .  S o l i d  c u r v e s  s h o w
t h e  a c t u a l  p r o f i l e s ,  w h i l e  b r o k e n  l i n e s  a r e  t h e  e q u i v a l e n t  m o n o t o n i c  d i s t r i b u t i o n .  H o r i z o n t a l  l i n e s
i n d i c a t e  t h e  w e i g h t e d  m e a n  h e i g h t s  f o r  g y r o f r e q u e n c y  c a l c u l a t i o n s ,  f o r  b o t h  t h e  s o l i d  a n d  b r o k e n  l i n e
o r o f i l e s .

3 4  a n d  3 8  a r e  s m o o t h e d  a n a l y t i c  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  t w o  m a i n  t y p e s  o f  A r e c i b o  p r o f i l e  o b s e r v e d
d u r i n g  t h e  m a g n e t i c a l l y  q u i e t  n i g h t  o f  1 2  A p r i l  1 9 7 2  ( B r i c e ,  p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n ) .  3 C  i s  a  s i m i l a r
t y p e  o f  c u r v e  p r o d u c e d  a s  t h e  s u m  o f  t w o  o v e r l a p p i n g  C h a p m a n  l a y e r s  ( A p p e n d i x  H . 2 ) .  T h e  r e f l e c t i n g
F  r e g i o n  i n  3 C  i s  a l m o s t  i d e n t i c a l  i n  s h a p e  t o  m o d e l s  K 1  a n d  K 2 ,  w h i l e  t h e  u n d e r l y i n g  v a r i a t i o n s
a p p r o x i m a t e  a n  a v e r a g e  o f  t h e  e x t r e m e  m e a n  t y p e s  K l ,  K Z  a n d  3 8 .

8 A  t o  B D  g i v e  i n d i v i d u a l  p r o f i l e s  o b t a i n e d  b y  t h e  A r e c i b o  b a c k s c a t t e r  f a c i l i t y .  T h e  e a r l y
m o r n i n g  p r o f i l e s  B A , B B  w e r e  o b t a i n e d  o n  2 6  J u l y  1 9 7 2 ,  a n d  t h e  e v e n i n g  p r o f j l e s  8 C , B D  o n  l 1  A p r i l  1 9 7 2 .
C u r v e s - s h o w n  a r e  s m o o t h e d  v e r s i o n s  o f  t h e  d a t a  f r o m  M c N a m a r a  a n d  T i t h e r i d g e  ( 1 9 7 7 ) .

K l  t o  K 4  a r e  i d e a l i s e d  v a r i a t i o n s  d e r i v e d  b y  K n i g h t  ( 1 9 7 2 )  f r o m  a  s y n t h e s i s  o f  9 7  p u b l l s h e d
p r o f i l e s  b a s e d  o n  r o c k e t ,  b a c k s c a t t e r ,  i o n o g r a m ,  p a r t i a l  r e f l e c t i o n ,  f u l l - w a v e  i n t e g r a t i o n  a n d  c r o s s -
m o d u l a t i o n  m e a s u r e m e n t s .  K l  a p p l i e s  f r o m  6  h r  a f t e r  s u n s e t  t o  2  h r  b e f o r e  s u n r l ' s e .

103

T H

3 A

f-,i-. I f--;r,'
,
I
t-
I

- - f
3 8 k m

0 . 8 1 . 2

l O L T
8C
2 0 2 0  L

t-
4 6  k m

' 4 . 6 2 . t , . 6 2 4 6 8 ? t ,

N I t197

K 3
S u n s e t  * 1  h r

7 l

r
I

K1

(

I T
4 8  k

-l-
4 0  k m

( t___
K't'

K 4
S u n s e t

't.n .
P L A S M A  F R E O U E N C Y ,  M H z .



C.5 The choice of gyrofrequency for the underlying regions

D i f f e r e n t  m o d e l s  w h j c h  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  t h e  l o w e r  n i g h t  i o n o s p h e r e  d u r i n g  t h e  p r e s e n t  s t u d y  a r e
s u m m a r j s e d  i n  F l g .  C 5 .  S o l j d  I i n e s  s h o w  t h e  a c t u a l  p r o f i l e s ,  w h i l e  b r o k e n  l i n e i  a r e  t h e  e q u i v a l e n t
m 0 n o t o n i c  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  n o n o t o n i c  p r o f i l e  m a i n t a i n s  t h e  s a m e  t o t a l  a m o u n t  o f  i o n i s a t i o n ,  i n  a n y
r a n g e  o f  F N ,  b u t  t h e  i o n i s a t i o n  i s  e f f e c t i v e l y  m o v e d  u p w a r d s  t o  r e g i o n s  o f  l o w e r  g y r o f r e q u e n c y .  T h e
o r i g i n a l  p o s i t i o n  o f  t h i s  i o n i s a t i o n ,  a n d  h e n c e  t h e  c o r r e c t  v a l u e  o f  F H  t o  u s e  j n - c a l c u l a t i n o ' t h e
d e l a y  i t  p r o d u c e d ,  c a n n o t  b e  f o u n d  f r o m  a n a l y s i s  o f  t h e  i o n o g r a m s .

H o r i z o n t a l  s o l i d  l 1 1 e s  i n  F i g .  C 5 ' i n d i c a t e  t h e  a p p r o x i m a t e  m e a n  h e i g h t  a t  w h i c h  t h e  g y r o f r e q u e n c y
F H  m u s t  b e  d e t e r m i n e d ,  i f  a  f i x e d  v a l u e  o f  F H  i s  t o  g i v e  t h e  c o r r e c t  o v e i a l l  r e t a r d a t i o n  i o r  t h e  t r u e -
( s o l i d _ l i n e )  p r o f i l e s .  T h e  h o r i z o n t a l  b r o k e n  l i n e s  ! i v e  m e a n  g y r o f r e q u e n c y  h e i g h t s  a p p r o p r i a t e  t o  t h e
e q u i v a l e n t  r n o n o t o n i c  d i s t r i b u t i o n .  T h e  t w o  h e i g h t s  d i f f e r  O y  2 :  t o  + g  t m ,  w i t h  a  m e a n  d i f f e r e n c e  o f
3 8  k m .

.  I o n o g r a m  a n a l y s i s  p r o v i d e s  o n l y  a  s i m p l i f i e d  t w o - p a r a m e t e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  u n d e r ' l y i n g
i o n i s a t i o n  ( S e c t i o n  8 . 1 ) .  T h i s  c a n  d i f f e r  c o n s i d e r a b l y  f r o m  t h e  t r u e  e q u i v a l e n t - m o n o t o n i c  p i o f i t e .
T h u s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  i n  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n ,  a  m e a n  g y r o f r e q u e n c y  n b i g h t
d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c a l c u l a t e d  p r o f i l e  i s  t y p i c a l l y  t o o  h i g h  b y  5 0  k m .  I n  s o m e  c a s e s ,  s u c h  a i  t h o s e' i l l u s t r a t e d  i n  F i g s .  1 2  a n d  1 3  o f  S e c t i o n  8 . 4 ,  t h e  m e a n  g y i o f r e q u e n c y  h e i g h t  d e r i v e d  i r o m  t h e  i o n o g r a m
i s  1 0 0  k m  t o o  h i g h .

.  T h e  v a l u e  o f  g y r o f r e q u e n c y  F H  t o  u s e  i n  s t a r t  c a l c u l a t i o n s ,  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  g r o u p  d e l a y  i n
t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  i s  t h e r e f o r e  b e s t  d e t e r m i n e d  f r o m  a  m o d e l .  T h e  s i m p l 6 s t  m o d e l  w o u l d  u s e  a
f i x e d  h e i g h t  f o r  n i g h t - t i m e  c a l c u l a t i o n s .  A  v a l u e  o f  1 4 0  k m  i s  a c c u r a t e  t o  w i t h i n  a b o u t  3 0  k m  u n d e r
m o s t  c o n d i t i o n s .  F o r  t h e  1 1  p r o f i l e s  o f  F i g .  C 5 ,  t h e  m e a n  g y r o f r e q u e n c y  h e i g h t  f o r  t h e  t r u e  ( s o 1 i d
l i n e )  p r o f i l e s  r a n g e s  f r o m  1 0 9  t o  1 5 8  k m  w i t h  a  m e a n  v a l u e  o i  1 3 1  k m .

E r r o r s  i n  t h e  m e a n  g y r o f n e q u e n c y  h e i g h t  ( F H H T )  c a n  b e  f u r t h e r  r e d u c e d  w i t h  a  t i m e - v a r y i n g  m o d e i .
f i g .  C 5  s u g g e s t s  F H H T  i n c r e a s i n g  f r o m  a b o u t  i 2 0  k m  n e a r  s u n s e t  ( p r o f i l e s  B C  a n d  K 2  t o  K 4 )  i o  i S O  I t
l a t e n . i n  t h e  n i g h t  ( B A , B , D ,  a n d  K 1 ;  t h e  m e a n  h e i g h t s  s h o w n  a r e  f o r  F N  l e s s  t h a n  a b o u t  0 . 9  M H z ,  a n d
w i l l  i n c r e a s e  a p p r e c i a b l y  i n  m o d e l  K l  f o r  h i g h e r  v a l u e s  o f  f m i n ) .  T h i s  v a r i a t i o n  f o l l o w s
a p p r o x i m a t e l y  t h e  n i g h t - t i m e  ' s t a r t i n g  h e i g h t "  h 5 ,  w h i c h  i s  u s e d  f o r  b e g i n n i n g  a n  a n a ) y s i s  i n  t h e
a b s e n c e  o f  X  r a y  d a t a  ( S e c t i o n  6 . 4 ) .  h ,  i s  n o r m a l l y  p r o v i d e d  a s  t h e  p a r i m e t e r - S T A R T  i n  p O L A N .  I f
S T A R T  =  0 '  h r  i s  t a k e n  a s  t h e  l e a s t  o f - ( i )  a  v a l u e  e s t i m a t e d  b y  e x t r a p o l a t i o n  o f  t h e  a b s o l u t e
v t r t u a l - h e l g h t  g r a d i e n t  t o  z e r o  f r e q u e n c y ,  a n d  ( i i )  t h e  v a l u e  h s  =  0 . 3 h ' m j n  +  g 0  k m .

T h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  l i m i t s  h .  t o  1 4 0  k m  a t  h ' m . i n
s  i m p l e  a n d  a p p r o x i m a t e l y  o p t i m u m  v a l  u e  o f  F H  f o r  u s e  i  n
o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  F H H T  e q u a l  t o  t h e  s t a r t . i n g  h e i g h t  h ,
r a v 5 .

C-6  The separa t ion  o f  under ly ing  and re f lec t ion  reg ions

E a r l y  v e r s i o n s  o f  P 0 L A N  u s e d  a  f i x e d  v a l u e  o f  F H ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s t a r t i n g  h e i g h t  F H H T
d e s c r i b e d . a b o v e ,  o n l y  f o r  t h e  l i n e a r  s l a b  s e c t i o n  o f  t h e  s t a r t  p r o f i i e .  T h e  p o l y n o i i a l  i e c t i o n  ( a t  F N
>  0 . 6 f n r i n )  u s e d  t h e  v a l u e  o f  F H  a t  t h e  c a l c u l a t e d  r e f l e c t i o n  h e i g h t  f o r  e a c h  r a y ,  t o  e n s u r e  t h a t
c o r r e s p o n d i n g  0  a n d  X  r a y s  w e r e  r e f l e c t e d  a t  t h e  s a m e  t r u e  h e i g h i .  F o r  m o s t  p r o f i l e s  t h e  h e i g h t
c h a n g e s  a r e  n o t  l a r g e  i n  t h e  p o i y n o m i a l  s e c t i o n ,  a n d  t h i s  p r o c e d u r e  g i v e s  g o o d  r e s u l t s .  I t  f ; i l s
b a d l y  h o w e v e r ,  w h e n  a  l a r g e  p a r t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  h a s  f t r l  >  0 . 6 t m l n .  T h e  c a l c u l a t e d
p o l y n o m i a l  t h e n  e x t e n d s  d o w n  t o  l o w  h e i g h t s ,  a n d  i n c l u d e s  m u c h  o f  t h e  l o w  l e v e l  i o n . i s a t i o n ,  s o  t h a t
u s e  o f  t h e  v a l u e  o f  F H  a t  r e f l e c t i o n  g i v e s  a p p r e c i a b l e  e r r o r s  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  g r o u p  r e t a r d a t i o n .

T e s t  p r o f i l e s  3 4  a n d  3 8  a r e  s h o w n  b y  t h e  h e a v y  l i n e s  i n  F i g .  C 6 .  U s i n g  a  c o n s t a n t  v a l u e  o f  F H ,
Y i l l r u l  h e i g h t s  w e r e  c a ' l . c u l a t e d  f o r  t h e s e  p r o f i l e s  a t  a  f r e q u e n - y  i n t e r v a l  6 t  O . t  N H z .  A n a l y s i s  b y
P 0 L A N  f r o m  f m i n  =  1 . 0  M H z  g i v e s  t h e  r e a ' l  h e i g h t s  s h o w n  b y  t h e  i o l i d  d o t s  i n  F i g .  C 6 .  T h i n  l i n e s
s h o w  t h e  a p p r o x i m a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o b t a i n e d  i n  t n e  u n o b s e i v e d  r e g i o n s ,  a t  F N  <  1 . 0  M H z .  T h i s
c o n s i s t s  o f  a  l i n e a r - i n - F N  s t e p  f r o m  a  t o  b ,  a n d  a  p o l y n o m i a l  s e c I i o n  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  ( w i t h  F N
>  0 . 6 f m i n ) .  F o r  m o d e l  3 A  t h e  r e s u l t  r e p r e s e n t s  a d e q u a i e l y  t h e  a m o u n t  o f  l o i - d e n s i t y  i o n i s a t i o n .  F o r
m o d e l  3 B  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  h a s  a  m e a n  p l a s m a  f r e q u e n c y  g r e a t e r  t h a n  0 . 6 f m i n .  f n e  p 0 L A N  r e s u l t
s i m u l a t e s  t h i s  b y  a  p o l y n o m i a ' l  s e c t . i o n  w h i c h  d r o p s  r a p i d l y ,  t i r r o u g h  m o r e  t h a n  2 5 0  k m ,  b e l o w  0 . 8  M H z ;
p l u s  a  n e g a t i v e  s l a b  s e c t i o n  d e n o t i n g  a  n e g a t i v e  a m o u n t  o f  i o n i s a i i o n  a t  F N  <  0 . 6  M H z .  T h . i s
y 1 9 h f s i c 1 ] " d i s t r j b u t i o n  g i v e s ,  m a t h e m a t i c a l l y , . a p p r o x i m a t e l y  t h e  c o r r e c t  v a l u e s  f o r  t h e  i n t e g r a l s  o f
l - N Z  a n d  F N o  i n  t h e  u n s e e n  r e g i o n  ( A p p e n d i x  G . 2 ) .  T h e  c a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  a r e  a c c u r a t e  t o  w i t h i n
0 ' 3  k m  a t  f  >  1 . 1  M H z .  P O L A N  w i l l  n o r m a l l y  r e q u i r e  t h a t  t h e  t h i c k n e s s  6 r  t n e  l i n e a r  s l a b  b e
p o s i t i v e  o r  z e r o ,  u n l e s s  t h i s  c o n d i t i o n  s i g n i f i c a n t l y  w o r s e n s  t h e  f i t  t o  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  d a t a .
C a l c u l a t e d  r e a l  h e i g h t s  a r e  t h e n  a s  s h o w n  b y  t h e  b r o k e n  l i n e s  i n  F i g .  C 6 ,  a n d  a r e  a c c u r a t e  t o  w i t h i n
0 . 7  k m  a t  f  )  i . 1  M H z .

=  2 0 0 ,  a n d  1 6 0  k m  a t  h ' m i n  =  2 7 0  k m .  A
X  r a y  s t a r t i n g  c a l c u l a t i o n s  i s  t h e r e f o r e
w h i c h  w o u l d  b e  u s e d  i n  t h e  a b s e n c e  o f  X

1 0 4
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1 . 6

F i g u r e  C 6 .  S t a r t i n g  c a l c u l a t i o n s  u s i n g  a  f i x e d  g y t  o f r e q u e n c y
7 0 " .  H e a v y  l i n e s  g i v e  t h e  o r i g i n a l  m o d e l  p r o f i l e s ,  w h i l e  s o l i d
c a l c u l a t i o n s  w i t h  f m i n  =  1 . 0  M H z .  T h e  b r o k e n  l i n e  f o r  m o d e l  3 8
t h i c k n e s s  o f  t h e  u n d e r l y i n g  s l a b  a , b  i s  c o n s t r a i n e d  t o  b e  z e r o

F H  =  1 . 2  M H z ,  a t  a  d i p  a n g l e  o f
d o t s  a r e  t h e  r e s u l t  o f  s t a r t i n g
i s  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  i f  t h e

i  n s t e a d  o f  n e q a t i  v e .
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Anotys is  Us ing
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F H  o t  2 3 0  k m . f  m in  =  1 .1 l .MHz  o

1 . 3 0 M H z  -

1 ' 5 0 M H z  A

.2 . 6 . 8 2 L 6 . n
P t o s m o  F r e q u e n c y  ,  M H z .

F i g u r e  C 7 .  V a r i a b l e  F H  d a t a  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m o d e l  3 B  ( F i g .  C 6 )  a n a . l y s e d  u s i n g  f i x e d  v a l u e s
o f - F H  c o r r e s p o n d i n g  t o  h e i g h t s  o f  1 5 0 ,  1 9 0  a n d  2 3 0  k m .  F o r  e a c h  v a l u e  o f  F H ,  t h e  c i r c l e s ,  l i n e s
a n d  t r i a n g l e s  u s e  d a t a  c o r r e s p o n d i n g  t o  p l a s m a  f r e q u e n c i e s  o f  1 . 1 4  ( . 0 8 )  1 . 5 4 ;  1 . 3  ( 0 . 1 )  1 . 7 ;
a n d  1 . 5  ( 0 . 1 )  1 . 9  l ' l H z  r e s p e c t i v e l y .  S o l i d  s y m b o l s ,  a n d  h e a v y  l i n e s ,  a r e  f o r  t h e  s m a l l e s t  v a l u e
o f  F H  ( a t  2 3 0  k m ) .
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^  _ l o n o g r a m s  c a l c u l a t e d  f o r  t h e  p r " o f i l e s  o f  F i g  C 6 ,  w i t h  a  h e i g h t - v a r y i n g  g y r o f r e q u e n c y ,  w e r e  u s e d
f o r  T e s t  6  o f  U R S I  W G  G / 6 / Z  ( M c N a m a r a  1 9 7 8 b ) .  F i g .  C 7  s h o w s  t h e  e r r o r s - r e i r i i i n g  f r o m  a n a l y s i s  o f
t h e  3 B  d a t a  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t . i o n s  a n d  a s s u m i n g  a  c o n s t a n t  v a l u e  o f  F H .  n t  i i p  3 0 .  r e s l l t s  v a r y
o n l y  s l i g h t l y  w i t h  t h e  v a l u e  o f  f m i n  ( s i n c e  a t  t h i s  d i p  a n g l e  r e a l  h e i g h t s  c a n ,  i n  f a c t ,  b e  f o u n d
t n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ;  S e c t i o n  8 . 1  a n d  T i t h e r i d g e l  l g l 4 b ) .  C a l c u l a t e d  h e i g h t s
d e c r e a s e  a s  F H  i n c r e a s e s ,  a n d  a r e  a p p r o x i m a t e l y  c o r r e c t  f o r  F H  c o r r e i p o n d i n g  t o  a  h e i g h t  F t { H T  o i  a b o u t
1 8 0  k m .  T h i s  i s  c l o s e .  t o - t h e  m e a n  h e i g h t  f o r  t h e  u n d e r l y i n g  a n d  r e f l e c t i o n " r e g i o n s .  R e f l e c t i o n
h e i g h t s  a r e  a b o u t  2 3 0  k m  f o r  m o d e l  3 8 ,  s o  t h e  b o t t o m  c u r v e  i n  F ) g .  C 7 . o r r . r p o i d ,  t o  t h e  u s e  o f  F H  a t
r e f l e c t i o n .  T h i s  g i v e s  l a r g e  n e g a t i v e  e r r o r s  a t  d i p  3 0 . .

A t  d i p  / 5 o ,  c a l c u l a t e d  h e i g h t s  i n c r e a s e  a s  F H  d e c r e a s e s .  ( N o t e  t h a t  t h e  s e n s i t l v i t y  o f  t h e
r e s u l t s  t o  c h a n g e s  i n  F H  d o e s  n o t  p a s s  t h r o u g h - z e r o  b e t w e e n  d i p s  3 0 "  a n d  Z 5 ' ,  b u t  b e c o m e s  l a r g e  a n d
u n s t a b l e . i n  a  n a r r o w  r a n g e  o f  d i p  a n g l e s  f r o m  3 3  t o  3 8 o ;  t h i s  i s  t h e  i l l - d e f j n e d  r e q i o n  d . r s c u s s e d  i n
A p p e n d i x  8 . 2  a t  w h i c h  p r a c t i c a l  0 / X  c a l c u l a t i o n s  b e c o m e  i m p o s s i b l e . )  R e s u l t s  n o *  d . p . n o  o n  t h e
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  u n s e e n  i o n i s a t i o n ,  a n d  v a r y  w i t h  f m i n .  T h e  u p p e r  c o n t i n u o u s  l i n e  i n  F i g .  C /  i s
f o r  a  f i x e d  F H  c o r " r e s p o n d i n g  t o  a  h e i g h t  o f  2 3 0  k m ;  t h . i s  g i v e s  q u i t e  c l o s e l y  t h e  e r r o r s  w h i c h  o c c u r  i f
t h e  v a l u e  o f  F H  a t  r e f l e c t i o n  i s  u s e d  t h r o u g h o u t  t h e  p a t h  o f  e a c h  r a y .  T h e  b r o k e n  l i n e  i s  t h e  e r r o r
o b t a i n e d  i f  i n  a d d i t i o n ,  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i s  f o r c e d  i n t o  a  p h y s i c a l l y  a c c e p t a b ) e  s h a p e .
T h . i s  b r o k e n  l i n e  c l o s e l y  r e p r o d u c e s  t h e  e x t r e m e  e r r o r s  o b t a i n e d  f o r  t h i i  m o d e l  i n  t h e  U R S I  t e s t s .( l n  n o r m a l  w o r k ,  a s  n o t e d  i n  S e c t i o n  8 . 4 ,  t h e  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t s  a r e  n o t  e n f o r c e d  w h e n  t h e y
s i g n i f i c a n t l y  i n c r e a s e  t h e  v i r t u a l - h e i g h t  f i t t i n g  e r r o r ) .

T o  a v o . i d  t h e s e  e r r o r s  w e  m u s t  u s e  a  v a l u e  o f  F H  c o r r e s p o n d i n g  t o  s o m e  h e i g h t  b e l o w  t h e  r e f l e c t i o n
p o i n t '  i f  t h e  p o l y n o m i a l  r e a l - h e . i g h t  s e c t i o n  i n c l u d e s  a  l a r g e  a m o l n t  o f  t h e  u n j e r l y i n g  i o n . i s a t i o n .
T h i s  c a s e  i s  t y p i f i e d  b y  t h e  m o d e l  3 8  p r o f i l e .  C a l c u l a t e d  i e s u l t s  f r o m  f i x e d - F H  d a t a  a r e  s h o w n  i n
f 1 9 '  C A  - U s i n g  f m i n  =  1 . 5  M H z  ( t h e  p r o f i l e  b , b ' , b " , 8 )  w e  g e t  t h e  n o r m a l  r e s u l t  i n  w h i c h  m o s t  o r
a l l  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i n e a r  s l a b  i e c t i o n  b , b ' .  A t  f m i n  =  1 . 0  M H z  t h ep o l y n o m i a l  s e c t i o n  b e g i n s  a t  a '  w h e r e  h  =  - 7 2  k n  a n d  d h l d F N  =  2 g O 0  k n / M H z .  I t  r e p r e s e n t s
p r i m a r i l y  t h e  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  u p  t o  t h e  p o i n t  a , , ,  a t  0 . g  M H z ,  a n d  f o l l o w s  t h e  t r u e  p r o f i l e
r e a s o n a b l y  w e l l  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  T h e  b o u n d a r y  b e t w e e n  u n d e r l y i n g  a n d  r e f l e c t i o n  r e g i o n s
t h e r e f o r e  o c c u r s  n e a r  a " ,
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F i g u r e  C B .  C a l  c u  l  a t e d  p r o f i  l e s  f r o m
c o r r e s p o n d  t o  a n  a n a l y s i s  w i t h  f m i n  =
c a l c u l a t e d  p o i n t s  b e l o w  f m i n .  b  t o  B
to  a  g rad ien t  dh lJFN o f  200 kn /MHz.

f  i  xed-gyro f  requency  da ta
1 . 0  M H z ,  t h e  l o w e r  c a s e

a r e  f o r  f m i n  =  1 . 5  M H z .

f o r  m o d e l  3 A .  P o i n t s  a  t o  A
I e t t e r s  d e n o t i n g  a d d i t i o n a l
T h e  b r o k e n  l i n e  c o r r e s p o n d s

1 0 6



T h e  t r a n s i t i o n  f r o m  u n d e r l y i n g  t o  r e f l e c t i n g  r e g i o n  i s  d e f i n e d  m o s t  e f f e c t i v e l y  b y  t h e  c h a n g e  i n
q r a d i e n t .  S t u d i e s  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  s u g g e s t  p l a c i n g  t h e  b o u n d a r y  w h e r e  t h e  p r o f i l e  g r a d i e n t
i s  a b o u t  2 0 0  k m / M H z ,  c o r n e s p o n d i n g  t o  t h e  b r o k e n  l i n e  i n  F i g .  C B .  T h i s  a p p e a r s  r e a s o n a b l e  f o r  m o s t
" d i f f i c u l t "  p r o f i l e s ,  a n d  a l s o  d e i . i n e s  t h e  c o r r e c t  p o ' i n t  b '  ( F i g  C B )  o r  b  ( F j g  C 6 )  f o r  n o r m a )
c a l c u l a t i o n s  w h e r e  t h e  i n i t i a l  g r a d i e n t  o f  t h e  p o l y n o m i a l  i s  l e s s  t h a n  2 0 0 .  T o  i n c l u d e  s o m e
a d d i t i o n a l  c a s e s  w h e r e  g r a d i e n t s  c a n  b e  l e s s  t h a n  2 0 0  k n / l { H z  o v e r  p a r t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  r e g i o n ,  t h e
f o l l o w i n q  r u l e s  a r e  u s e d .

( 1 )  A  p r o f i l e  i s  N O R | I 4 A L

I f  e i t h e r  ( a )  o r  ( b )

i f  ( a )  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  I  i n e a r  s l a b  s e c t i o n  i s  p o s i t i v e ,  a n d
( b )  t h e  i n i t i a l  g r a d i e n t  o f  t h e  p o l y n o m i a l  s e c t i o n  i s  l e s s  t h a n  2 0 0  k m / M H z .

' i s  f a l s e ,  t h e  p r o f i  l e  i s  c o n s i d e r e d  D I F F I C U L T .

( 2 )  F o r  N O R M A L  p r o f i l e s ,  t h e  m o d e l  h e i g h t  F H H T  o f  S e c t i o n  C . 4  i s  u s e d  t o  d e f j n e  F H  f o r  t h e  I i n e a r
s l a b  s e c t i o n .  T h e  c a l c u l a t e d  h e i g h t  a t  t h e  f i r s t  s c a l e d  X - r a y  f r e q u e n c y  a b o v e  f m i n  i s  u s e d
t o  d e t e r m i n e  F H  f o r  t h e  e n t i r e  r e f l e c t i o n  r e g i o n  ( b e g i n n i n g  a t  b '  i n  F i g .  C B ) .  T h i s  e n s u r e s
t h e  c o r r e c t  r e l a t i v e  r e t a r d a t i o n  a t  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s ,  i f  t h e  p o l y n o m i a l  d o e s  c u r l  d o w n
a p p r e c i a b l y  a t ' l o w e r  f r e q u e n c i e s ,  a n d  i s  a l l o w a b l e  b e c a u s e  o f  t h e  i n s e n s i t i v i t y  o f  t h e  r e s u l t s
t o  s m a l l  e r r o r s  j n  F H  a t  t h e  j n d j v i d u a l  r e f l e c t i o n  p o i n t s  ( S e c t i o n  C . 2 ) .

( 3 )  A  D I F F I C U L T  p r o f i l e  h a s  a p p r e c i a b l e  r e t a r d a t i o n  f r o m  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n  w i t h  F N  >  0 . 7 f m i n .
T h e  i n j t i a l  s e c t i o n  o f  t h e  p o l y n o m i a l  t h e n  r e p r e s e n t s  u n d e r l y i n g  i o n i s a t i o n ,  a n d  i n t e g r a t i o n
t h r o u g h  t h i s  s e c t i o n  s h o u l d  u s e  t h e  g y r o f r e q u e n c y  a p p r o p r i a t e  t o  t h e  h e i g h t  F H H T .  I f  t h e
c a l c u l a t e d  g r a d i e n t  a t  F N  =  0 . B f m i n  ( t h e  p o . i n t  a "  i n  F i g .  C B )  j s  l e s s  t h a n  2 0 0  k m / M H z ,  t h e
r e f l e c t i o n  r e g i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e g i n  a t  t h . i s  p o . i n t . 0 t h e r w i s e  t h e  g r a d i e n t  G  i s  c a l c u l a t e d
a t  F N  -  0 . 9 f m i n .  I f  t h i s  v a l u e  i s  l e s s  t h a n  2 0 0  k m / l { H z ,  t h e  f r e q u e n c y  ( b e t w e e n  0 . B f m i n  a n d
0 . 9 f m i n )  c o r r e s p o n d i n g  t o  G  =  2 0 0  i s  d e t e r m i n e d  b y  l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n .  I f  G  e x c e e d s  2 0 0
a t  0 . 9 f m i n ,  t h e n  t h i s  f r e q u e n c y  ( 0 . 9 f m i n )  i s  t a k e n  a s  t h e  b o u n d a r y  b e t w e e n  u n d e r l y i n g  a n d
r e f l  e c t i  o n  r e g i  o n s .

T h e  r e f l e c t j o n  i n t e g r a l  f o r  d i f f . i c u l t  p r o f i l e s  s t a r t s  f r o m  s o m e  f r e q u e n c y  i n  t h e  r a n g e  0 . B f m i n  t o
0 . 9 f m i n .  T h e  u p p e r  l  i m i t  . i s  s e t  t o  e n a b l e  a  r e a s o n a b l e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  g r o u p  r e t a r d a t i o n  n e a r
r e f l e c t i o n ,  f o r  t h e  l o w e s t  s c a l e d  f r e q u e n c y  f m i n .  A  l o w e r  l i m i t  o f  0 . B f m i n  i s  u s e d  t o  c o p e  w j t h  c a s e s
w h e r e  t h e  p o l y n o m i a l  d e s c e n d s  t h r o u g h  a n  a p p r e c i a b l e  d i s t a n c e ,  a t  f r e q u e n c j e s  o f  a b o u t  0 . 7  t o  0 . B f m i n ,
w i t h  a  g r a d i e n t  j u s t  l e s s  t h a n  t h e  a l l o w a b l e  l i m i t  o f  2 0 0  k n / M l z .  T h u s  w i t h  a  n e g a t i v e  s l a b
t h i c k n e s s ,  o r  w i t h  G  >  2 0 0  k m / M H z  a t  0 . 6 f m i n ,  a n  i n i t i a l  r a n g e  o f  a t  l e a s t  0 . 2 f m i n  o f  t h e  p o l y n o m i a l
s e c t i o n  i s  a l l o c a t e d  t o  b a s e  i o n i s a t i o n '  I f  i n  f a c t  t h e r e  i s  l i t t l e  b a s e  i o n i s a t i o n '  s o  t h a t  t h e  m e a n
g r a d i e n t  i n  t h e  r a n g e  0 . 6  t o  0 . B f m i n  i s  l e s s  t h a n  2 0 0  k n / t 4 H z ,  t h e n  t h e  h e i g h t  i n t e r v a l  c o v e r e d  b y
t h i s  r a n g e  o f  f r e q u e n c i e s  i s  r e a s o n a b ) y  s m a l l  ( l e s s  t h a n  5 0  k m ,  a t  F N  <  1 . 2  M H z )  a n d  u s i n g  t h e
" u n d e r l y i n g "  g y r o f r e q u e n c y  d o e s  l i t t l e  h a r m .  S e p a r a t i o n  o f  t h e  p o l y n o m i a l  i n t e g r a l s  i n t o  t w o  p a r t s ,
u s i n g  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  F H ,  i s  c a r r i e d  o u t  w i t h i n  t h e  s u b r o u t i n e  C O F F I C  a s  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i x  D . 1
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